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  منطق رياضي 

  چند تعريف 
p با q , p ترکيب عطفي هر دو گزاره دلخواه :ـ ترکيب عطفي q∧شود  نشان داده مي .  

p اين ترکيب را با :ـ ترکيب فصلي q∨شود   نشان داده و خوانده مي"p يا q" .   

pلزام را با  و اين است" استq مستلزم p" :ـ استلزام q→دهيم  نمايش مي .  
pاين ترکيب را با : ـ ترکيب دو شرطي  q↔خوانيم  دهيم و اين گونه مي  نمايش  مي"p اگر و فقط اگر q" .  

p q↔  p q→  p q∨  p q∨  p q∧  q  p  
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شود، راست باشد، اگر  اي آن نسبت داده مي لفههاي مو هاي راستي که به گزاره گزاره مرکب را يک راستگو نامند هرگاه به ازاي همه ارزشـ 
  . نامند اي مرکب، به ازاي همة چنين نسبت دادنهايي، دروغ باشد آن را يک تناقض مي گزاره

ü نكته: p q→ را به صورت p q¬   . توان نمايش داد  نيز مي∨

2ـ دو گزاره  1s ,s 1 به طور منطقي هنگامي هم ارزند که هرگاهs يا دروغ( راست( 2 باشد اگر فقط اگرs راست )و به ) يا دروغ باشد
1صورت  2s s↔تر بايد هم ارزش باشند به بيان ساده. (دهيم  نمايش مي .(  

  طق هاي من قانون
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pي همواره درست رط گزاره ش:تعريف استلزام منطقيـ  q→خوانيم    را استلزام منطقي ناميده و مي"pدهد   نتيجه ميq" و با نماد 

p q⇒ين صورت دهيم در ا  نمايش ميp را يک شرط کافي براي qخوانيم و   ميq را يک شرط لازم براي pناميم  مي .  

) هرگاه :تعريف دوگان ـ  )1 2 nt p , p ,...p يک گزاره مرکب باشد که فقط شامل اپراتورهاي , ,¬ ∨  را t آنگاه دوگان گزاره   باشد،∧

  .  به دست آمده باشدT به F و F به T و ∧ به ∨ و ∨ به ∧اي است که از تبديل  نمايش داده و گزاره t*با 

دهيم  نادرست صفر را نسبت مي و به ين براي هر گزاره درست، ارزش يکاتوان به هر گزاره يک ارزش نسبت داد، بنابر  مي: تابع ارزش-

  : در اين صورت

  ( )V T 1=  

  ( )V F 0=  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }V p q V p .V q min V p ,V q∧ = =  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }V p q V p V q max V p ,V q∨ = + =  

  
( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
V p q V p q 1 V p q 1 V p .V q

1 1 V p 1 V q

∨ = ¬ ¬ ∨ = − ¬ ∧ ¬ = − ¬ ¬ =

− − −
  

  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 V p V q V p V q V p V q V p V q= − − − + = + −  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )V p q V p q V p V q V p V q→ = ¬ ∨ = ¬ + − ¬  

  ( ) ( ) ( )( ) ( )1 V p V q 1 V p V q= − + − −  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 V p V q V q V p V q= − + − +  

  ( ) ( ) ( )1 V p V p V q= − +  
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  ( ) ( )( ) ( ) ( )( )V p q V p q 1 V p q q p⊕ = ¬ ↔ = − → ∧ →  

  ( ) ( ) ( )1 V p q V q p 1 V p q= − → → = − ¬ ∨  

  ـ استنتاج منطقي 
 قوانين مشخص صورت ريز مفروضات که براساس يک ساي ا عهاستنتاج منطقي بررسي درستي يک گزاره شرطي است با استفاده از مجمو

  . گيرد، البته هر يک از قوانين خود يک استلزام منطقي هستند مي

ü منظور از  :نكته  

1

2

1 2 3 n

n

p
p

p p p ... p q
p

q

⇒ ∧ ∧ ∧

∴

   

  . اگر اين گزاره شرطي همواره درست باشد گوييم استنتاج مذکور معتبر است

  .  نادرست است p درست است، پس خود pنقيض  : مثال

p q∨ درست است پس qدرست است  .  
p q

p

q

∨
¬

∴

  

، منظور از گزاره نما جملة درو  کميتي است که براي نسبت دادن مقادير يک مجموعه به يک گزاره نما به کار مي:تعريف سور 

  . شوند  به شکل زير دسته بندي ميرها  سوخبري است که ارزش آن وابسته به يک يا چند متغير است به طور کلي
'ي مسور عمو)١   »  هريبه ازاي کليه مقادير، برا«خوانيم   که مي∀'
  » حداقل به ازاي يک مقدار، وجود دارد«خوانيم   که مي∃سور وجودي ) ٢
  »فقط يک عضو وجود دارد«خوانيم  ي که م∃!سور يکتا ) ٣

  » براي هيچ مقدار وجود ندارد«خوانيم   که مي∃سور صفر ) ٤

ü گزاره  :نكته( ) ( ) ( )( )x p x r x q x ∀ → ∨  را در نظر بگيريد در اين صورت   

)  عکس نقيض آن معادل با  ) ( )( ) ( )x r x q x p x ∀ ¬ ∨ →¬   

)  عکس آن معادل با  ) ( )( ) ( )x r x q x p x ∀ ∨ →   

)    باو وارون آن معادل ) ( ) ( )( )x p x r x q x ∀ ¬ →¬ ∨   
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ü عالم مشخص و هر دو گزاره باز دلخواه يك  به ازاي :چند نکته( ) ( )q x , p x بر حسب متغير x :   

  ( ) ( ) ( ) ( )x p x q x xp x xq x∃ ∧ ⇒ ∃ ∧ ∃        

  ( ) ( ) ( ) ( )x p x q x xp x x q x∃ ∨ ⇔ ∃ ∨ ∃        

  ( ) ( ) ( ) ( )x p x q x xp x x q x∀ ∧ ⇔ ∀ ∧∀        

  ( ) ( ) ( ) ( )xp x xq x x p x q x∀ ∨ ∀ ⇒ ∀ ∨        

ü هاي حاوي يک سور  هايي برابر به دست آوردن نقيض گزاره قاعده: نكته  

  ( ) ( )xp x x p x¬ ∀ ⇔ ∃ ¬    

  ( ) ( )xp x x p x¬ ∃ ⇔ ∀ ¬    

  ( ) ( ) ( )x p x x p x xp x¬ ∀ ¬ ⇔ ∃ ¬¬ ⇔ ∃    

  ( ) ( ) ( )x p x x p x xp x¬ ∃ ¬ ⇔ ∀ ¬¬ ⇔ ∀    
v  توجه کنيد که :  

  ( ) ( )xp x x q x∃ ∧ ∃ ⇒ ( ) ( )x p x q x∃ ∧    

  ( ) ( )x p x q x∀ ∨ ⇒   ( ) ( )xp x xq x∀ ∨ ∀  

  ( )x y p x, y∀ ∃ ⇔ ( )y x p x, y∃ ∀  

  . ها معتبر نيست خواهيم نشان دهيم استدلال زير در منطق گزاره مي: تست
( ) ( ){ }p q r , q r s , ~ p q p s∧ ∨ → ∨ → − ∨  

)هاي پايه  کدام ارزش دهي به گزاره )p,q , r ,sدهد؟   اين نامعتبر بودن را نشان مي  
)Tن ارزش  هماTrue و F همان Falseاست  (  

۱(( )F,T ,T ,T  ۲ (( )T ,T ,F,T  ۳ (( )F,T ,T ,F  ۴ (( )F,T ,F,F  
 .  صحیح است3گزینه : حل

)با نسبت دادن مقادير  )F,T ,T ,F به ( )p,q , r ,sخواهيم داشت  :  
  ( ) ( )p q r F T T T∧ ∨ ≡ ∧ ∨ ≡  

  ( ) ( )q r s T T F T T T→ ∨ ≡ → ∨ ≡ → ≡  
  ~ p q ~ F T T T T→ ≡ → ≡ → ≡  

  p s F F F∨ ≡ ∨ ≡  
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  مباني شمارش 

  ـ اصل جمع 
 m+n به B يا Aصورت  طريق رخ دهد در اين n به B طريق و m به Aاگر ) هم زمان رخ ندهند( دو پيشامد مجزا باشند B و Aفرض کنيد 

  . طريق رخ خواهد داد

  ـ اصل ضرب 
 طريق رخ دهد در اين n به A صرف نظر از رخدادهاي B طريق و m به Aاگر .  قابل تجزيه باشدB و A به دو مرحله Cفرض کنيد پيشامد 

  . د اصطلاحاً پيشامدهاي مستقل گوينB و A طريق رخ خواهد داد، به پيشامدهاي mn به Cصورت پيشامد 

  ـ جايگشت 
} عضوي n مجموعه Aدر صورتي که  }1 2 nx , x ,..., x 0 باشد و r n≤ ) را به صورت Aهاي   جايگشتr تعداد ≥ )P n, r نمايش 

  . دهند مي

)   شي متمايز برابر است با nهاي   جايگشتrـ تعداد  ) ( )
n!P n, r

n r !
=

−
  

  .  استrnي متمايز برابر بر ش n جايگشت هاي مکرر rـ تعداد 

  ـ مباني شمارش 

n متمايز برابر با شي nين از بشي  Kق انتخاب تعداد طر K 1
n

+ − 
 
 

  . باشد  مي

هم مشابه باشند   ديگر نيز باشي mKو بالاخره ...  ديگر با هم شي 2Kها با هم و   از آنشي 1Kي چنان باشند که  شnاگر 

1 2 mK K ... K n+ + +  برابر با شي nهاي آن   آنگاه تعداد جايگشت=
1 2 m

n!
K ! K ! ...K !

  .  خواهد شد

  توان ساخت؟   چند عدد پنج رقمي مي2,2,2,1,1قام با ار: تست
۱(5 ۲ (10 ۳ (20 ۴ (24 

 .  صحیح است2گزینه : حل

  5! 10
3! 2!

=
×
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ü تعداد جايگشت هاي : نکتهn   .  برابر استشي n از شي nهاي  با تعداد جايگشت شي n از شي −1

ü هاي  تعداد جايگشت: نکتهn متمايز در اطراف يک دايره به طوري که جهت دور اهميت داشته باشد برابر  شي( )n 1  و تعداد −!

)ها وقتي که جهت دور اهميت نداشته باشد  جايگشت )n 1 !
2
  . باشد  مي−

 n از rمنتخب حالت جديدي ايجاد نکند را ترکيب  شي r متمايز به طوري که جابجايي در شي nي از  شr تعداد طرق انتخاب :ترکيب

)هاي  ناميده و آن را به يکي از صورت )
n

C n, r ,
r

 
 
 

r و يا 
nCدهند  نمايش مي .  

  ( ) ( )P n, r
C n , r

r!
=  

  
( )

r n!
n n 1 !r!

 
=  − 

  

  : چند خاصيت مهم براي ترکيب 

  n n
1

0 n
   

= =   
   

) ١  

  n n
n

1 n 1
   

= =   −   
)٢  

  ( )n n n n 1
2 n 2 2

−   
= =   −   

) ٣  

  n n
r n r

   
=   −   

) ٤  

  
n

n

k 0

n n n n n
... 2

0 1 2 n k=

         
+ + + + = =         

         
∑) ٥  

  ( ) ( )
nn k

k 0

n n n n n n
... 1 1 0

0 1 2 3 n k=

           
− + − + − = − =           

           
∑)٦  

  n 1 n 1 n
k k 1 k
− −     

+ =     −     
) ٧  

  n n n n n n
... ... n 0

0 2 4 1 3 5
           

+ + + = + + + ≥           
           

) ٨  
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  ( )
nn k n k

k 0

n
x y x y

n k
−

=

 
+ =  − 

∑) ٩  

  2n 2n 2n 21
n n 1 n 12

+     
+ =     − +     

) ۱۰  

ü  1له سياله هاي صحيح و مثبت معاد تعداد جواب: نكته 2 3 kx x x ... x n+ + + + n برابر با = 1
k 1

− 
 − 

  .  است

ü  هاي صحيح و نامفي معادله سياله برابر با  تعداد جواب: نكتهn k 1
n

+ − 
 
 

n يا  k 1
k 1
+ − 

 − 
  .  است

1هاي طبيعي نامعادله  تعداد جواب: تست 2 6x x ... x 15+ + +    کدام است؟ >

۱(14
7

 
 
 

  ۲ (20
5

 
 
 

  ۳ (14
6

 
 
 

  ۴ (20
6

 
 
 

  

 .  صحیح است3گزینه : حل

  1 2 3 4 5 6 7x x x x x x x 15+ + + + + + =  

  15 1 14
7 1 6

−   
=   −   

  

)هاي     تعداد چهارتايي  nبه ازاي عدد صحيح و مثبت       : تست )a ,b ,c ,d              از اعداد صـحيح را بيابيـد بـه طـوري کـه 
0 a b c d n≤ ≤ ≤ ≤   .  باشد≥

۱(n
4

 
 
 

  ۲ (n
4

4
 
 
 

  ۳ (n 4
4
+ 

 
 

  ۴ (n 1
2

4
+ 

 
 

  

 .  صحیح است3گزینه : حل

  1x n d 0= − ≥  
  2x d c 0= − ≥  
  3x c b 0= − ≥  
  4x b a 0= − ≥  

  5x a 0= ≥  
  1 2 3 4 5x x x x x n+ + + + =  

  n 5 1 n 4 n 4
n n 4

+ − + +     
= =     

     
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} عضوي مجموعه    5د زيرمجموعه هاي    تعدا: تست }A  3ها هيچ دو عضوي با اختلاف کمتر از            که در آن   =30,...,1,2
  وجود ندارد برابر با کدام است؟ 

۱(27
5

 
 
 

  ۲ (22
5

 
 
 

  ۳ (27
15

 
 
 

  ۴ (22
15

 
 
 

  

 .  صحیح است2گزینه : حل

  1 2 3 4 51 x x x x x 30≤ < < < < ≤  
  1 1X x 1 0= − ≥  

  2 2 1X x x 3= − ≥  
  3 3 2X x x 3= − ≥  
  4 4 3X x x 3= − ≥  
  5 5 4X x x 3= − ≥  
  6 6 5X x x 0= − ≥  

1 2 3 4 5 6x x x x x x 29+ + + + + =
≥0 3≥ 3 3 3 0≥ ≥ ≥ ≥  

  1 2 3 4 5 6X X X X X X 17+ + + + + =  

  17 6 1 22
6 1 5
+ −   

=   −   
  

  اي  ـ قضيه دو جمله
   عدد صحيح مثبتي باشد آنگاه n دو متغير و y , xاگر 

  
( )n 0 n n 1 2 n 2 n 1 n 0

n
k n k

k 0

n n n n n
x y x y xy x y ... x y x y

0 1 2 n 1 n

n
x y

k

− − −

−

=

         
+ = + + + + +         −         

 
=  

 
∑

  

ü به ازاي هر عدد صحيح  :نكتهn 0>  

١ (  nn n n n
... 2

0 1 2 n
       

+ + + + =       
       

  

٢ (  ( )nn n n n
... 1 0

0 1 2 n
       

− + − + − =       
       
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ü به ازاي اعداد صحيح مثبت  :نكتهt , n 3 ضريب t1 2 n nn n
t1 2 3x x x ...x در بسط ( )n

1 2 3 tx x x ... x+ + +   :  برابر است با+

  
1 2 3 t

n!
n !n !n !...n !

  

inکه در آن به ازاي هر  , 1 i t< 1ه طوري که  عددي صحيح است ب> 2 3 t in n n ... n n , 0 n n+ + + + = ≤ ≤ .   

2ضريب  : مثال 2 3x y z در بسط ( )7x y z+   برابر با چند است؟+

7      :حل 7!
2,2,3 2!2!3!

 
= 

 
 

)تعداد جملات  : مثال ) ( )10 2x y z w x y z+ + + +    برابر با چند است؟ +

  ( ) ( ) ( )10 2 2x y z x y z 2w x y z w + + + + + + + +  
  

  ( ) ( ) ( )12 11 102x y z 2w x y z w x y z= + + + + + + + +  

  12 3 1 11 3 1 10 3 1
3 1 3 1 3 1
+ − + − + −     

= + +     − − −     
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  تعريف عاد کردن 
bو  a,b∈اگر  aکند و آن را به صورت   را عاد ميa عدد bگوييم  ≠0 | bنويسيم  مي.  

ü به ازاي هر  :نكته a,b,c∈  
0ـ ١ | a , 1| a  

)ـ ٢ ) ( )a | b b | a a b∧ ⇒ = ±    

)ـ ٣ ) ( )a | b b | c a | c∧ ⇒    

aـ به ازاي هر ٤ | b a | bx , x⇒ ∈  
xـ به ازاي ٥ y z , x, y, z= + ∈ و اگر a دو عدد از سه عدد صحيح z, y, x را عاد کند آنگاه aد صحيح سوم را نيز عاد  عد

  . کند مي

)ـ به ازاي ٦ ) ( ) ( )a | b a | c a bx cy x, y∧ ⇒ + ∈     

1ـ به ازاي هر ٧ i n≤ ic فرض کنيم ≥ ∈ اگر a هر ic را عاد کند آنگاه به ازاي هر i1 i n , x≤ ≤ ∈  

  ( )1 1 2 2 n na | c x c x ... c x+ + +  

  همنهشتي 
m گوييم هرگاه همنهشت m را به پيمانه b , a.  دو عدد صحيح باشندb , a  و عددي طبيعيm فرض کنيد که :تعريف | a b− که به  

صورت 
m

a b≡دهيم  نمايش مي .  
ü اگر : نكتهm،نه  دو عدد صحيح به پيما  عددي طبيعي باشدm همنهشتند اگر و فقط اگر باقيمانده تقسيم آنها بر mيکسان باشد  .

 با عدد مورد نظر m برابر با کوچکترين عدد صحيح و نامنفي است که به پيمانه mدر نتيجه باقيماندة تقسيم عددي صحيح بر 
  . همنهشت است

ü دستة هم ارزي : نكته[ ]a پيمانه  بههمنهشتي در رابطه mها بر  ي است که باقيماندة تقسيم آنصحيح اعداد  همه مجموعةm 

] است و aبرابر با  ]a a∈ .   
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  خواص همنهشتي 
dاگر  ,c , b ,a اعدادي صحيح و m باشد، آنگاه 1 عددي طبيعي و بزرگتر از  :  

  ( )
m

mk 0 k≡ ∈) ١  

  
m

a a≡) ٢  

  
m m

a b b a
   

≡ ⇒ ≡      
   

) ٣  

  
m m m

a b , b c a c
   

≡ ≡ ⇒ ≡      
   

) ٤  

  
m m m

a b , c d a c b d
   

≡ ≡ ⇒ ± ≡ ±      
   

) ٥  

  
m m m

a b ,c d ac bd
   

≡ ≡ ⇒ ≡      
   

) ٦  

  
m m m

a b a c b c , ac bc
   

≡ ⇒ ± ≡ ± ≡      
   

) ٧  

  
m mn na b a b n

   
≡ ⇒ ≡ ∈      

   
) ٨  

  
m m

a b a mk b k
 

≡ ⇒ ± ≡ ∈  
 

) ٩  

  
[ ]m,nm n

a b , a b a b
 

≡ ≡ ⇒ ≡  
 

) ١٠  

  
m m

a b , m | m a b
′ 

′≡ ⇒ ≡  
 

) ١١  

  
( )

m mmac bc , m a b
c,m

′ 
′≡ = ⇒ ≡  

 
) ١٢  

  ( )

m
m n

ac bc , n m,c a b≡ = ⇒ ≡) ١٣  
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ü يعني اگر . نهشتي بر عددي غير صفر همواره مجاز نيستتقسيم دو طرف هم: نکته بسيار مهم
m

a c bc≡ ممکن است 

همنهشتي 
m

a b≡درست باشد  .  

کدام يک از اعداد زير جواب معادل همنهشتي : تست
15

4x   باشد؟   مي≡3
۱( 1380  ۲ (1382   
۳ (1389  ۴ (1392 
 .  صحیح است4گزینه : حل

  
15 15 15 15 15

4x 3 4x 18 2x 9 2x 9 15 24 x 12≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ + = ⇒ ≡  
  . آورد  مي12 باقيمانده 15 در تقسيم بر 1392ها فقط عدد در بين گزينه

ü عه اگر مجمو : نکته{ }0 1 m 1A a ,a ,..., a اشند  چنان بb , aها بوده و اعداد صحيح   يک دسته کامل مانده m  به پيمانة=−
)که  )x ,m } در اين صورت =1 }0 1 m 1B xa b, xa b..., xa b−= + +  خواهد m  ها به پيمانه  نيز يک دسته کامل مانده+
  . بود

ü اگر :نکته p عددي اول باشد و عدد صحيح a چنان باشد که ( )a ,p    : آنگاه=1

  
p

p 1a 1− ≡  
ü اگر : :نکتهp عددي اول باشد و aعدد صحيح دلخواه آنگاه  :  

  
p

pa a≡  
ü اگر : :نکتهm عدد طبيعي باشد و ( )mϕ نمايش دهنده تعداد اعداد طبيعي کوچکتر از m باشد که نسبت به m اول هستند و a 

)عدد صحيحي باشد که  )a ,m   :  آنگاه =1

  ( ) mma 1ϕ ≡  

  اگر پنجم اسفند سالي سه شنبه باشد اول تير همان سال چه روزي بوده است؟ : تست
  چهارشنبه ) ۴  سه شنبه ) ۳  دوشنبه ) ۲  يکشنبه )۱
 .  صحیح است1گزینه : حل

3اول تير  31 1× 6پنجم اسفند .  امين روز سال94 يعني + 31 5 30 5× + × اختلاف دو روز اشاره شده .  امين روز سال341 يعني +
341برابر  به تعبير ( روز جلوتر است 2 دارد يعني تاريخ آينده از تاريخ گذشته 2 باقيمانده 7باشد که در تقسيم بر   مي247 يعني −94

تر يعني   روز عقب2 و چون تاريخ آينده سه شنبه بوده است بنابراين تاريخ گذشته )تر است شته از تاريخ آينده دو روز عقبذديگر تاريخ گ
  . يکشنبه بوده است
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  ) ۸۸سراسري ( چه عددي است؟ 7 بر عدد 893باقيمانده تقسيم عدد : تست
۱(2 ۲ (3 ۳ (4 ۴ (5 

 .  صحیح است4گزینه : حل

 قضيه فرما بر طبق
77 13 1−    در نتيجه ≡

  ( ) 7 7 7 7 7156 90 893 1 3 1 6 3 2 5≡ ⇒ ≡ ≡ − ⇒ ≡ − ≡  

 ساعت، چه روز و چه ساعتي خواهد بـود؟          7447 بعدازظهر روز چهارشنبه باشند بعد از گذشت         4اگر ساعت   : تست
  ) ۸۹سراسري (

   بعدازظهر 5شنبه ساعت ) ۲    زظهر  بعدا3يکشنبه ساعت )۱
   بعدازظهر 5يکشنبه ساعت ) ۴     بعدازظهر   3شنبه ساعت ) ۳

7 را بر 7447براي به دست آوردن جواب، ابتدا بايد باقيمانده : حل 24 168×   . آوريم  يعني تعداد ساعات در يک هفته را به دست مي=

  74 64 8 2 64 8 247 47 47 47 47+ += = × ×  

  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1682

168 1682 22

168 1682 24 74 64 8 2

168 1681682 28

168 1682 216

168 1682 232

47 2209 25

47 25 121

47 121 25 47 47 47 47

121 25 25 2547 25 121

47 121 25

47 25 121


= ≡ 


≡ ≡


≡ ≡ = × × ⇒
 ≡ × × ≡≡ ≡


≡ ≡


≡ ≡


  

 بعدازظهر يعني 4 ساعت است که يعني يک روز و يک ساعت بعد از چهارشنبه ساعت 25 معادل چند هفته به علاوه 7447بنابراين 
  . ها وجود ندارد  بعدازظهر که در گزينه5شنبه ساعت  پنج

  .  حذف گرديد۸۹اين سئوال در آزمون سراسري  ∗∗∗
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  روابط بازگشتي 
  .پردازيم آيد مي  با استفاده از  روابط بازگشتي به دست مي به سادگيها  به چند مسئله کلاسيک که جواب آنات ابتدمسقدر اين 

 ديسک با قطرهاي متمايز داريم که nيله عمودي و شود که ما يک تخته به همراه سه م اين مسئله به اين صورت مطرح مي: ـ برج هانوي

ها را از يک ميله به  خواهيم حداقل تعداد حرکات براي انتقال اين ديسک مي. ها به ترتيب طول قطرشان روي يک ميله قرار دارند ديسک
  . به کنيماي ديسکي روي ديسک ديگر با قطر کمتر قرار نگيرد را محاس ميله ديگر، به شرط آن که روي هيچ ميله

n   : آن برابر بارابطه بازگشتي n 1h 2h 1−= +  

kبراي محاسبه تعداد حرکات در کل هم کافي است از فرمول 
kh 2 1=   .  استفاده کنيم−

يعني دو ديسک با قطر  (هاي آن با هم برابرند  ديسک در اختيار داريم که دو به دو قطر ديسک2nي با ويک برج هان: ي مضاعفوـ هان

1r 2 ، دو ديسک با قطرr (... ها را از مبداء به ميلة  توان کلية ديسک هاي مسئله قبل، با حداقل چند حرکت مي با در نظر گرفتن محدوديت
  . مقصد انتقال داد

  2n 2n 2h 2h 2−= +  

توانند سپس از دو ماه بالغ   ابتداي يک ماه يک جفت خرگوش نوزاد داريم، هر جفت خرگوش نوزاد مي درفرض کنيد : وناچيـ اعداد فيب

  اگر در ابتداي ماه اول يک جفت خرگوش داشته باشيم در ابتداي ماه . توليد کنند) يک نر و يک ماده(شوند و هر ماه يک جفت خرگوش 
nت؟  ام چند جفت خرگوش خواهيم داش  

  : رابطه بازگشتي اين مسئله به صورت زير است

nf = n 1 n 2 n 2 n 2 n 1 n 2f f f f f f− − − − − −

 
 = − + + = +
 
 


 
    

ها ماه بعدي يعني در ابتداي ماه پنجم  هاي آن کند ولي بچه  در ابتداي ماه چهارم يک جفت خرگوش اوليه يک جفت توليد مي:توضيح

nبنابراين اگر در ماه . توليد مثل خواهند کرد n به تعداد −1 1f n خرگوش و در ماه − n به تعداد −2 2f  جفت خرگوش داشته باشيم −

nام به تعداد   nدر ماه  1 n 2f f− ) خرگوش خواهيم داشت، زيرا در ابتداي ماه +− )n n ام از −1 1f  جفت خرگوش موجود −

n 1 n 2f f−   . ام توليد مثل خواهند کرد nهايي هستند که در ماه  گوشر و بقيه خ خرگوش نوزاد−−
  :1,1,   سري فيبوناچي...,2,3,5,8,13
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  . ناچي به صورت زير استورابطه بازگشتي دنباله فيب
  n n 1 n 2f f f n 3− −= + ≥  

  ( ) ( )f 1 1 f 2 1= =  

  )کاشي(مسئله دومينو  -
2فرض کنيد يک مستطيل  n× داريم که n∈2خواهيم اين مستطيل را با مقواهايي مستطيل شکل به ابعاد  مي.  است  ، به نام ×1

2به چند طريق مستطيل . بپوشانيم) کاشي(دومينو  n×نبايد روي هم قرار ) ها يکاش(دومينوها (شوند   با دومينوها کاملاً پوشانده مي
  .)گيرند

  n n 1 n 2d d d n 3− −= + ≥  

}و با توجه به اين که رابطه بازگشتي  } { }n nf , d يکسان هستند )nf پس داريم) سري فيبوناچي رابطه بازگشتي :  

  n n 1d f +=  

  ) خطوط در صفحه(مسئله  -
  . شود به اين صورت نوشته ميnI خط راست را در صفحه به دست آوريم رابطه بازگشتي nخواهيم حداکثر نواحي ايجاد شده با رسم   مي

  
  n n 1l l n n 2−= +    رابطه بازگشتي≤

  . توان از رابطة زير استفاده نمود  مي راست خطnبراي محاسبه تعداد نواحي ايجاد شده توسط 

  ( )n n 1
ln 1

2
+

= +  

  ها  مسئله زاويه -
  :  زاويه باشد در اين صورتnهاي ايجاد شده توسط اين  حيه تعداد ناnZ زاويه در صفحه رسم شده باشند و nاگر 

  ( ) 2
n 2n

2n 2n 1
Z l 2n 1 2n 2n n 1

2
+

= − = + − = − +  
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  مسئله ژوزف  -
  ها به جاي  آن. ها در غاري به تله افتاده بودند  نفر يهودي توسط رومي41هاي رومي ژوزف به همراه  در زمان جنگ يهوديان و کاتوليک

اي تشکيل دادند و قرار شد به يک نفر خنجري  ها دايره دکشي کنند براي انجام اين کار آنها ترجيح دادند خو  رومياسير شدن توسط
 کشته ستخوا ژوزف که نمي.  انجام بدهندرا تا انتها بدهند و هر نفر، بغل دستي خود را بکشد و خنجر رابه نفر بعدي بدهد و همين کار

  . ن سالم بدر ببردشود به سرعت به محاسبة مکاني پرداخت که کشته نشود و جا
  : رابطه بازگشتي مسئله ژوزف به صورت زير است

( )
( ) ( )
( ) ( )

J 1 1
J 2n 2J n 1 n 1
J 2n 1 2J n 1 n 1

=
 = − ≥
 + = + ≥

 

 
ü توان از فرمول زير استفاده نمود براي محاسبه ساده تر رابطة بازگشتي ژوزف مي: نكته .  

  ( ) ( )lg nJ n 2 n 2 1  = − +  

 مقدار خروجي به ترتيب برابـر       2200 و   729 برابر   nادير  با توجه به تابع روبرو ليست حلقوي مذکور به ازاي مق          : تست
    )۱۳۸۹ـ سراسري مهندسي کامپيوتر(چند خواهد بود؟ 

    

( ){int SO LIST*L  

( ){While L next ! L→ =  

L next L next next→ = → →  
L L next ;= →  

}  

return L data ;→  

}  

۱ (40,1  
۲ (1,1  
۳ (2200,729  
  هيچ کدام ) ۴
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 .  صحیح است4گزینه 

  ( ) ( )J 729 2 729 512 1 435= − + =  
  ( ) ( )J 2200 2 2200 2048 1 305= − + =  

v مرتبهه زماني رابطه بازگشتي ژوزف ازباشد که مرتب لازم به ذکر مي  ( )O n lg nباشد  مي .  

  ) نردبان(مسئله پله  -
  مسير رادتوان به چند طريق مياين فرد . تواند بالا رود ها را يکي يکي يا دو تا يکي مي اين شخص پله.  پلکان بالا رودnخواهد از  شخصي مي

  . دنطي ک
  n n 1 n 2a a a− −=    رابطه بازگشتي :+
  1 2a 1 a 2= =  

}ها از مجموعه      هاي آن    رقمي را در نظر بگيريد که هر کدام از رقم          nتمام اعداد   : تست اند بـه      انتخاب شده  1,2,3,4{
کدام گزينـه   .  رقمي با اين خاصيت باشد     n تعداد اعداد    naاگر  . گيرد   قرار نمي  4 سمت راست رقم     3طوري که رقم    

}به ازاي  }n 0∈صحيح است  :  
۱(n n 1a 4a 1−= −    ۲( n 2

n n 1a 4a 6 −
−= −  

۳ (n 1
n n 1a 3a 3 −

−= +    ۴ (n n 1 n 2a 2a 6a− −= +  
 .  صحیح است3گزینه  :حل

) اعداد عدادخواهيم ت مي )n  رقم بعدي هر عدد n باشد، 3 يا 2,1 رقمي با خاصيت مورد نظر را به دست آوريم اگر رقم سمت چپ +1
nباشد،۴ اگر رقم سمت چپ. واند باشدت  رقمي با خاصيت مطلوب مسئله مي   n 4 يا 2 ، 1توانند  ولي هر کدام مي.  باشند3 رقم ديگر نبايد 

n حالت دارد و در نتيجه n3بنابراين . باشند
n 1 na 3a 3+ = n و يا به طور کلي + 1

n n 1a 3a 3 −
−= + .   

  
  .  صفر متوالي ندارند 3 بيتي که 8هاي  عداد رشتهرابطه بازگشتي ت: مثال
  :حل

  
  

n n 1 n 2 n 3a a a a− − −⇒ = + +  
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  حل روابط بازگشتي 

  هاي متوالي  ـ حل روابط بازگشتي از طريق جايگذاري
  .  بيان شودnفقط بر حسب ) جمله عمومي (naمنظور از حل يک رابطه بازگشتي به دست آوردن فرمولي برابر جملة عمومي آن است که 

  . هاي متوالي است که هميشه قابل استفاده نيست گذارييراي روابط بازگشتي، روش جابترين روش حل  ساده
1 رابطه بازگشتي :مثال n n 1a 1 , a 2a 1−= =   .  را حل کنيد+

  ( )n n 1 n 2a 2a 1 2 2a 1 1− −= + = + +  

  2
n 22 a 2 1−= + +  

  ( )2
n 32 2a 1 2 1−= + + +  

  3 2
n 32 a 2 2 1−= + + +  

  n 1 n 2
12 a 2 2 1− −= = + + + +   

  
n

n 1 n 2 n2 12 2 2 1 2 1
2 1

− − −
= + + + + = = −

−
  

  ـ روابط بازگشتي خطي همگن با ضرايب ثابت 
0)۱(  روابط بازگشتي به صورت  n 1 n 1 m n mC x C x C x 0− −+ + + =خطي . يب ثابت گوييما را رابطه بازگشتي همگن با ضر

)ها يک است و همگن است چون nxت چون درجه کليه سا )f n براي حل اين دسته از روابط بازگشتي کافي است .  است=0
n

nx r=اي از درجه   را جايگزين در اين رابطه کنيم و آن را تبديل به يک چند جملهm معادله مشخصه ،يا  چند جملهاينبه .  کنيم 
  :  به فرم زير است وگويند

  n n 1 n m
0 1 mC r C r C r 0− −+ + + =  

nبا ضرب طرفين معادله بالا در  m
1

r −
m     )٢( به معادله  m 1

0 1 mC r C r C 0−+ + + =رسيم  مي .  

1حال فرض کنيد  2 mr , r , , rتوان سه پيشامد را متصور شد ت ميدر اين صور. باشد) ٢(رابطه هاي معادله مشخصه   ريشه:   

١(m ريشة متمايز وجود داشته باشد که در اين صورت مسئله به فرم )٣ (n n n
n 0 1 1 2 m mx K r K r K r= + + +شود که در آن   مي

0يب اضر 1 mK ,K , ,Kشود  به وسيله مقادير اوليه مشخص مي .  
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شود فرض کنيد   ميهمراه در پشت جواب عمومي nهايي از ضريب   تکراري باشد که در اين صورت با توانهاي داراي ريشه) ٢

1 2 3r r r=   :رم در اين صورت جواب به ف=

)                                                                                                           ۴ (  n n 2 n
n 1 1 2 2 3 3x K r K nr K n r= + +  

کنيم سپس آن را به فرم  هاي مختلط را محاسبه مي ريشه) ١(معادله مشخصه ريشه صحيح نداشته باشد در اين صورت مانند حالت ) ٣
  .نويسيم مي) ٣ ( معادلة

  . را بدانيد… هاي مختلف نمايش اعداد مختلط را از قبيل فرم قطبي، فرمول اويلر و   در اين حالت بايد فرم:تذکر

ü  توان فرم بستة آن را به  دنباله فيبوناچي از نوع بازگشتي خطي همگن با ضريب ثابت است پس مي: نکته
  . صورت زير به دست آورد

  n n 1 n 2f f f n 1− −= + >  
  0f 0=  

  1f 1=  
   :آوريم ميابتدا معادله مشخصه اين رابطه را به دست 

  2r r 1 0− − =  

  1 2
1 5r , r

2
±

=  

1کنيم و در آخر با استفاده از مقادير  جواب عمومي رابطه بازگشتي را تعيين مي) ١(حال با استفاده از رابطه  0f , fيب را ا مقدار صحيح ضر
  . آوريم به دست مي

  
n n

n 1 2
1 5 1 5f K K

2 2
   + −

= +      
   

  

  0 1 2f 0 K K 0= ⇒ + =  

  1 1 2 1 2
1 5 1 5 1 1f 1 K K 1 K , K

2 2 5 5
   + −

= ⇒ + = ⇒ = = −      
   

  

  : پس جواب نهايي به صورت زير است

  

( ) ( )2 n

n

1 5 1 5

2 2
f

5

   + −
   −
   
   =  
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  ـ روابط بازگشتي خطي ناهمگن با ضرايب ثابت 
)) ٥(رابطه بازگشتي به فرم معادله  )0 n 1 n 1 m n mC x C x C x g n− −+ + + = که در آن ( )g n  باشد را يک رابطه ناهمگن ≠0

 بازگشتي همگن براي حلشان روش  روابط برخلاف روابطاين.  نوع خاصي از رابطه ناهمگن استتوان گفت رابطه همگن سپس مي. گويند
  . شويم شنا  ميها آ هايي ارائه شده که ما در اين قسمت با چند روش از آن هاي مشخصي از روابط روش ي وجود ندارد اما براي فرممعا

) جواب عمومي فرم همگن شده با فرض nUاگر )١ )g n )باشد و ) ٥( معادله  در=0 )V n نيز جواب خصوصي معادله ناهمگن اين 

nبه صورت ) ٥(معادله باشد در اين صورت جواب رابطه بازگشتي ناهمگن  n nx V U=   .  خواهد بود+

 ما براي استفاده از اين روش، نياز به پيدا کردن جواب خصوصي معادله ناهمگن داريم که ممکن است کار آساني نباشد اما يک :تذکر

)هاي استاندارد نسبتاً ساده  روش کلي براي فرم )g nوجود دارد که به صورت زير است  :  

)مانند : اي چند جمله • ) 2g n 5n 2n 1= − + 

)مانند : نمايي  • ) ng n 3= 

)  مانند: نمايي Xاي  چند جمله • ) ( )n 2g n 2 5n 3n 1= + +  

)) ٦( روبرو را زگشتي ناهمگنرابطه با) ٢ )n n 1 n 2t At Bt g n− −= + ) که در آن + ) ng n S=) اي از درجه  چند جملهN ( است در

2rيعني ) ٦( ريشه معادله مشخصه رابطه Sدر اين صورت اگر . نظر بگيريد Ar B 0− −   : نباشد آنگاه يک جواب خصوصي به فرم =

  ( )n 2 N
n 0 1 2 NV S C C n C n C n= + + + +  

  .  خواهد داشت
  . به فرم زير خواهد بود) ٦(باشد آنگاه جواب خصوصي رابطه بازگشتي ) ٦(ه ام معادله مشخصm ريشه  Sاما در صورتي که 

  ( )n m 2 N
n 0 1 2 NV S n C C n C n C n= + + + +  

v که  دقت کنيد که در صورتي( )g nاي مانند  اي ساده  چند جمله( ) 2g n 5n 2n 1= − S باشد آنگاه + ) ٢( در روش =1
  . سوب خواهد شدمح
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  .رابطه بازگشتي روبرو را در نظر بگيريد : مثال
  ( )n n 1 n 2a 6a 9a g n− −= − +  

)معادله مشخصه آن برابر با  )22r 6r 9 r 3 0− + = −   .  خواهد بود=









  

)ـ اگر ١ ) ng n n باشد آنگاه =3 2
nV 3 An= بود خواهد .  

)ـ اگر ٢ ) ( )ng n 3 5n 1= ) باشد آنگاه + )n 2
nV 3 n An B=   .  خواهد بود+

)ـ اگر ٣ ) ( )n 2g n 2 2n 4= ) باشد آنگاه + )n 2
nV 2 An Bn C= +   .  خواهد بود+

)رابطه بازگشتي  : مثال )n n 1 n 2a 3a 2a g n− −= −   .  را در نظر بگيريد+

  ( )( )2r 3r 2 r 1 r 2 0− + = − −   معادله مشخصه : =
)حال اگر  )g n 3n 1= )باشد در اين صورت جواب خصوصي رابطه بازگشتي به فرم + )nV n An B=  خواهد بود زيرا در اينجا +

S   . وجود داشته باشدnV بايد در n يک ريشه معادله مشخصه است بنابراين Sباشد و   مي=1

  ـ روابط بازگشتي خطي ناهمگن با ضرايب متغير 
)در صورتي که در معادله  )0 n 1 n 1 2 n 2 m n mC x C x C x C x g n− − −+ + + + = 0 به جاي ضرايب i m≤  توابعي iC  در و≥

ناميم براي اين گونه روابط بازگشتي روش حل عمومي  متغير ميبا ضرايب همگن  وجود داشته رابطه بازگشتي حاصله را خطي ناnاز 
در اين قسمت . اي هستند هاي پيچيده هايي ارائه شده است که بعضاً روش ها روش هاي خاصي از آن شناخته شده وجود ندارد اما براي گونه

  . دهيم ا روش استفاده از آن را شرح ميپردازيم و تنه مي» مجموع ضرايب«فقط به يک روش نسبتاً ساده به نام 
)) ٧(گشتي به فرم مرتبه اول يعني  بازـ در صورتي که رابطه  ) ( ) ( )n n 1f n x g n x h m−= توان با روش   باشد در اين صورت مي+

  .  اين معادله بازگشتي را حل نمود،مجموع ضرايب

))  ٨(را در عبارت ) ٧(دو طرف رابطه  ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f n 1 f n 2 ...f 1
S n

g n g n 1 ...g 2
− −

=
−

به فرم روبرو ) ٧(گشتي بازبنابراين رابطه . کنيم  ضرب مي

)) ٩. (دهد تغيير شکل مي ) ( )n n 1Y Y S n h n−= +  
)که در آن  ) ( )n nY g n 1 S n 1 x= +   . م روبرو بيان کنيمفر را به nxدهد که  به ما اين قابليت را مي) ٩(باشد رابطه   مي+

)۱۰(   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n
n 0

K 1

1x S 1 g 1 x S k h k
S n f n =

 
= +  

 
∑  

)بنابراين براي حل اين گونه روابط کافي است مجموع ضرايب . باشد مي) ٧(که اين رابطه جواب رابطه بازگشتي  )S n رابطه را به دست 
  . دهيم تا جواب رابطه به فرم بسته به دست آيد قرار ) ۱۰(م و آن را در معادله آوري
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  : پيچيدگي يک الگوريتم به صورت زير مشخص شده استتابع: تست

( ) ( ) 5T n T n 1 n 1
n

= − + >  

( )T 1 0=  
  :  الگوريتم برابر است با زماني اين مقدار کوچکي نباشد پيچيدگي nقدار در حالتي که م

۱( ln nO
5

 
 
 

  ۲ (( )O ln n  ۳ (( )2O n  ۴( ( )O 5lg n  

 .  صحیح است2گزینه  :حل
  :  در دو طرف رابطه بازگشتي به فرم زير نوشتnتوان با ضرب  رابطه بازگشتي فوق را مي

  ( ) ( )nT n nT n 1 5 n 1= − + >  
)که در آن  ) ( ) ( )h n 5 , g n n , f n n= =   ادله ل مجموع ضرايب را با استفاده از مع حا=

  ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f n 1 f n 2 f 1
S n

g n g n 1 g 2
− −

=
−




  

: حساب کرد و آن را در معادلهتوان  مي
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

n

n 0

k 1

1x S 1 g 1 x S k h k
S n f n

=

 
 = +  
 

دهيم تا جواب رابطه بازگشتي به   قرار مي∑

   .دست آيد

  ( ) ( )( )
( )( ) ( )

n
n

k 1

n 1 n 2 1 1 1S n T n 5 5H
n n 1 n 2 2 n k=

− −
= = ⇒ = =

− − ∑



  

  در نهايت با استفاده از فرمول 

  n
1H ln n O
n

 ≈ +γ +  
 

  

0.58γکه در آن  ) است جواب رابطه بازگشتي برابر با ≈ )O ln nباشد  مي٢شود پس گزينه صحيح   مي .  

  ) ۸۶مهندسي کامپيوتر ـ سراسر : (يک رمز يک رشته دهدهي است که : تست
   نباشد 0شامل 
  .  نباشد11 , 12 , 21 , 22شامل 

 است که در آن اي توضيح که رشته دهدهي رشته( باشد، کدام رابطه درست است؟ n رمزهاي به طول  تعدادnaاگر 
  ).  استفاده شده باشد9 تا 0فقط از ارقام 

۱( n n 1 n 2a 7a 8a− −= +    ۲ (n n 2 n 3a 77a 8a− −= +  
۳ (n n 1 n 2a 7a 7a− −= +    ۴ (n n 1 n 2a 7a 14a− −= +  
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 .  صحیح است4گزینه  :حل

  
)فرض کنيم   : تست   )P n ,k    تعداد افرازهاي n    ًبه دقيقا k   جمعونـد بـه هـر يـک از         (باشـد   ) صحيح مثبت ( جمعوند

)کـدام رابطـه بازگشـتي در مـورد          .)  شـود گوينـد    nها برابر     اعدادي که حاصل جمع آن     )P n,k     صـحيح اسـت؟ 

( )n ,k +∈)  ۸۸مهندسي کامپيوتر ـ سراسري(  

۱( ( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k P n 1,k= − + −  ۲ (( ) ( ) ( )P n ,k P n 1,k 1 P n k ,k= − − + −  
۳ (( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k 1 P n 1,k 1= − − + − −  ۴ (( ) ( ) ( )P n ,k P n k ,k 1 P n 1,k= − − + −  
 .  صحیح است2گزینه : حل

1ورت مجموع  را به صn عدد صحيح و مثبت nتوان  هايي که مي تعداد روش: توضيح k n≤  عدد صحيح و مثبت نوشت برابر است با ≥
n 1
n k

− 
 − 

) در نتيجه  )
n 1

p n,k
n k

− 
= − 

  .  است٢توان دريافت پاسخ گزينه   با يک جايگذاري ساده در گزينه مي
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  تابع مولد 

}ي ايک تابع مولد بر }i i 0a ∞
) عبارتست از سري تواني = ) i

i
i 0

f x a x
∞

=
= ∑  

  : ياد آوري 
xدر صورتي    :  باشد آنگاه >1

  2 31 1 x x x ...
1 x

= + + + +
−

) ١  

  2 3 41 1 x x x x ...
1 x

= − + − + −
+

) ٢  

  
( )

2 3 4
2

1 1 2x 3x 4x 5x ...
1 x

= + + + + +
−

) ٣  

  
( )

k
2

k 0

x k x
1 x

∞

=
=

−
∑) ٤  

  
( )

2
3

1 3 2 4 31 x x ...
2 21 x

× ×
= + + +

−
) ٥  

  
( )

n
m

n 0

m 1 n1 x
m 11 x

∞

=

− + 
=  − −

∑) ٦  

  2 2 3 31 1 Cx C x C x ...
1 Cx

= + + + +
−

) ٧  

ü در صورتي که    : نکته{ } { }n nn 0 n 0b , a∞ ∞
= ) دو دنباله از اعداد حقيقي باشند که بـه ترتيـب بـا تـابع مولـدهاي      = )aG s و 

( )bG s  شند در اين صورت شرط لازم و کافي براي آن که به ازاي هر                متناظر باn na b , n 0=  شود آن اسـت کـه بـه        ≤
) ،S  ازاي هر ) ( )a bG s G s=  

ü  اگر : نکته{ } { }n nn 0 n 0b , a∞ ∞
= )  دو دنباله از اعداد حقيقي به ترتيب با توابع مولد = ) ( )b aG x , G x باشند در اين 

  : صورت

)ـ به ازاي هر عدد حقيقي با تابع ١ )acG x تابع مولد دنباله { }n n 0ca ∞
  .  است=

nـ تابع مولد ٢ n nc a b= ) برابر + ) ( )a bG x G x+است  .  

)ـ ٣ ) ( )n
n

1a G 0
n!

=  

ـ تابع مولد دنباله ٤
n

n k n k
k 0

c a b −
=

= ) عبارتست از ∑ ) ( )a bG S .G S .  
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nتابع مولد دنباله  : مثال
1 1 1C 1 ...
1! 2! n!

= + + +   .  را بيابيد+

nبا فرض : حل n
1b 1 , a
n!

=  .  کافی است تابع مولد این دو را در هم ضرب کنیم=

  : يمبنابراين دار

  ( )
2

x
a

xG x 1 x ... e
2!

= + + + =  

  ( ) 2
b

1G x 1 x x ...
1 x

= + + + =
−

  

  ( )
x

x 1 eG x e .
1 x 1 x

= =
− −

  

ü در صورتي که تابع مولد دنباله  : نکته{ }na برابر ( )G xباشد در اين صورت  :  
)ـ ١ )G x′ تابع مولد ( ){ }n 1n 1 a   .  است++
)ـ ٢ )x G x′ تابع مولد دنباله { }nn aاست  .  

)ـ ٣ )
x

0
G t dt∫ تابع مولد دنباله n n

0 n 0
C a 1 n 1

n

=
=  −

≥

  .  است

ü اگر  : نکته( )g x تابع مولد دنباله { }ra باشد ( ) ( )1 x g x− تابع مولد دنباله r r 1a a ) است و −− )g x
1 x−

 تابع مولد دنباله 

r
r i

i 0
b a

=
=   .  است∑

2تابع مولد براي  : مثال
ra 2r r=   . را بيابيد+

): حل ) 1g x
1 x

=
−

}تابع مولد دنباله  )بنابراین .  است1{ ) ( )f x xg x′= تابع مولد { }r است در نتیجه ( )xf x′ هم تابع 

) کافی است ra تابع مولد دنباله  است بنابراین براي به دست آوردن2rمولد دنباله  ) ( )( )2xg x x xg x ′′  را محاسبه +′
 : کنیم که عبارتست از

  
( ) ( )

2

2 3
2x x x

1 x 1 x

+
+

− −
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)اگر : تست )G x يک تابع مولد براي دنباله { }n n 0a ∞
}د براي دنباله  باشد آنگاه يک تابع مول= }n n 0na ∞

   چيست؟ =

۱(( )G x  ۲ (( )G nx  ۳ (( )xG x′  ۴ (( )nG x  

 .  صحیح است3گزینه : حل

  { } 2
n 0 1 2n 0na 0 a 1 a x 2a x ...∞

= = × + × + +  

  ( ) 2
0 1 2G x a a x a x ...= + + +  

  ( ) 2
1 2 3G x a 2a x 3a x ...′ = + + +  

  .  ضرب کنيم دنباله مورد نظر به دست خواهد آمدx را در يک ′Gاگر 

  ( ) { }n n 0x G x n a ∞
=′ =  

2تابع مولد دنباله : تست  3a,0,1,a,a ,a a که در آن ...,   کدام است؟ ≠0

۱(a x
1 x+

  ۲ (x
1 a x+

  ۳ (
2a x

1 x−
  ۴ (

2x
1 ax−

  

 .  صحیح است4گزینه : حل
ب ي هم براي کليه جملات ضر٣ينه زها يک در ميان مثبت و منفي است، گ تواند باشد زيرا جملات توليد شده از طريق آن  نمي٢ و ١گزينه 

aصحيح است٤رد در نتيجه گزينه  دا  .  

  ( )2 2 2 2 3 3 2 3 2 41x x 1 ax a x a x ... 0 0 x x ax a x ...
1 ax

  = + + + + = + × + + + + − 
  

  : راه حل ديگر 

  2 3 2 4 3 5 2 2 2 3 30 0x 1x ax a x a x ... x 1 ax a x a x ... + + + + + + = + + + +   

nتابع مولد دنباله : تست
n 4

a
n
+ 

= 
 

   کدام است؟ 

۱(
( )5

1

1 x−
  ۲ (

( )n
1

1 x−
  ۳ (( )n1 x−  ۴ (( )51 x−  

 .  صحیح است1گزینه 

  
( )

n n
m

n 0 n 0

n m 1 n 5 11 x x
n n1 x

∞ ∞

= =

+ − + −   
= =   

   −
∑ ∑  
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  ـ کاربرد توابع مولد در حل مسائل ترکيباتي 
هاي در نظر  تقسيم کنيم با محدوديت) که دو به دو متمايز هستند(اي خاص   نفر يا دستهm مشابه را بين شي nـ در حالتي که بخواهيم ١

  . توان از تابع مولد استفاده کرد يگرفته شده م

 سيب و به نفر دوم 2 سيب مشابه را بين سه کودک طوري تقسيم کنيم که به نفر اول حداقل 12فرض کنيد  : مثال
   سيب بين اين سه کودک تقسيم شوند چيست؟ 12هاي ممکن براي اينکه اين  تعداد حالت.  سيب برسد1حداقل 

  2 3 1 2 3 0 1 2 3

A CB

x x ... x x x ... x x x x ...
   
 + + + + +  + + + +          

   

  2 6 4 12x x x x= : توان اين کار را کرد تعداد حالتي که مي  
  يا   

  5 7 0 12x x x x=  
  .خواهيم   را مي12xبه عبارتي ديگر ضريب 

  ( ) ( )( )
( )

3
2 2 2 2

3
xx 1 x x ... x 1 x x ... 1 x x ...

1 x
+ + + + + + + + + =

−
  

  
( )

3 3 n n 3
3

n 0 n 0

n 2 n 21x x x x n 3 12 n 9
n n1 x

∞ ∞
+

= =

+ +   
× = ⇒ + = ⇒ =   

   −
∑ ∑  

11آيد  با يک جايگذاري ساده جواب به دست مي
9

 
 
 

  

  : راه حل ديگر

  1 2 3
2 1

9 3 1 11
x x x 9

9 9+ +

+ −   
+ + = ⇒ =   

   
  

1دنباله : تست 2 na ,a ,..., a که { }ia 2,1,2∈ 1اي ناميم، هرگاه   تکهkها را − 2 na a ... a k+ + +  kb فرض کنيد =
   چقدر است؟ 5bاي متمايز باشند، تعداد   تکهkهاي  تعداد دنباله

۱(8 ۲ (11 ۳ (16 ۴ (21 
 .  صحیح است4گزینه : حل

  1 2 na a ... a 5+ + + =  

  ( ) ( ) ( )2 2 2x 2x x 2x ... x 2x+ + + + + +  
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  ( ) ( )
n nn n2 n n k k k

n 0 n 0 n 0 k 0 n 0 k 0

n n
x 2x x 1 2x x 2 x 2

k k

∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = =

   
+ = + = =   

   
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

  25 4 3
2 2 2 1 8 12 21

0 1 2
     

+ + = + + =     
     

  

  :شود  استفاده ميxe فرد يا طبقه متمايز با محدوديت خاص قرار دهيم از تابع مولد mين ي متمايز را بخواهيم ب شnـ اگر ٢

  
n

x

n 0

xe
n!

∞

=
= ∑  

  . شود مورد نظر ماست ب مي ضر!n که در nxکه در اين صورت ضريب 
همانند توزيع کرد به طوري که در جعبه اول تعداد زوج و در جعبه غير مهره غير همانند را در سر جعبه 21توان   طريق ميبه چند :مثال

   ها قرار گيرند؟ دوم تعداد فردي از مهره

  
2 4 3 5 1 2 3

0 0x x x x x x xx ... x ... x ...
2! 4! 3! 5! 1! 2! 3!

   
+ + + + + + + + + +      

   
  

  
x x x x

xe e e e e
2 2

− −   + −
= × ×      

   
  

  ( ) ( ) ( ) ( )n n
2x 2x x 3x x

n 0 n 0

3x x1 1 1e e e e e
4 4 4 n! n!

∞ ∞
− −

= =

 − = − = − = −
 
 
∑ ∑  

  ( )nn
n

n 0

3 11 x
4 n!

∞

=

 − − =
 
 
∑  

  ( )nn3 11
4 1

 − − =
 
 

!nn ضريب  x×  

ü  نکته :  

  
2

x x xe 1 ...
1! 2!

= + + +  

  
x x 2 4e e x xcos hx 1 ...

2 2! 4!

−+
= = + + +  

  
x x 3 5e e x x xsin hx ...

2 1! 3! 5!

−−
= = + + +  
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  ها  خاصيت رابطه
  : ـ تعاريف 

)گوييم هرگاه به ازاء هر   بازتابي ميA را روي مجموعه Rـ رابطة ١ )x , x R , x A∈ ∈  
,xناميم هرگاه به ازاي هر   متقارن ميA را روي مجموعه Rـ رابطه ٢ y A∈ از ( ) ( )y, x R , x, y R∈   . شود  نتيجه ∋
,x گوييم هرگاه به ازاي هر متعدي A را روي Rرابطه .  مفروض استAـ مجموعة ٣ y, z A∈ از ( ) ( )x, y , y, z A∈ ، 

( )x, z R∈ شود نتيجه .  
a,b را پادمتقارن ناميم هرگاه به ازاي هر R مفروض است، A بر روي مجموعه Rـ رابطه ٤ A∈ از bRa ,aRb بتوان نتيجه گرفت که 

a b=به زباني ديگر يعني .  است :  
  x, y A:xRy , yRx x y∀ ∈ → =  

  يا   
  x, y A:x Ry , x y y R∀ ∈ ≠ → x  

  
)   ضد بازتابي است هرگاه Rـ رابطه ٥ )x A; x , x∀ ∈ ∈   

ü بر روي مجموعه در حالت كلي  : نکته{ }A 1,2,..., n=ه خواص توان نوشت به طوري ک ه ميهايي ک  تعداد رابطه
   : را دارا باشند به صورت زير استزير

: ـ بازتابي باشد ١
2n n2 −  

: ـ متقارن باشد ٢
2n n
22
+

  

: ن باشد رـ پاد متقا٣
2n n

n 22 3
−

×  

ـ بازتاب و پاد متقارن باشد ٤
2n n
23
−

  

ن باشد ـ بازتاب و متقار٥
2n n
22
−

  
  n2ـ متقارن و پاد متقارن باشد ٦

}مجموعه  : تست }A a ,b ,c ,d=       مفروض است چند رابطه روي A              وجود دارد به طوري کـه خـواص پـاد متقـارن و 
  . را دارا باشد) هر دو(بازتابي 
۱( 53  ۲ (63  ۳ (73  ۴ (83  
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 .  صحیح است2گزینه  :حل

  
2n n 16 4

62 23 3 3
− −

⇒   پاد تقارني و بازتابي : =
n  :چند نكته 4=  

ü  رابطهR 1 متقارن است اگر و فقط اگرR R−=  

ü  رابطهR 2 متعدي است اگر و فقط اگرR R⊆  
ü  اگرR بازتاب باشد Rضد بازتاب است و بالعکس  .  
ü  اگرR متقارن باشد Rنيز متقارن است و بالعکس  .  

ü  اگرR 1 هر خاصيتي داشته باشد آنگاهR−ن خواص را داردا نيز هم .  

2فرض کنيد   : تست 1R ,R         دو رابطه بازتابي و متقارن روي مجموعه A     هـاي زيـر درسـت         باشند کدام يک از گزاره
  ) ۸۲سراسري (نيست؟ 

۱(2
1 1R R⊆  

۲ (1 2R R∆متقارن نيست  .  
۳ (1Rمتقارن است  .  
۴ (1 2R R∆ بازتابي نيست ( ) ( )1 2 1 2 1 2R R R R R R∆ = −   
  .  صحیح است2گزینه : حل

 :نکات بسیار مهم 
2اگر  - 1R ,R دو رابطه روي مجموعه Aباشند آنگاه  :  
ü  2اگر 1R ,R 1 بازتابي باشند آنگاه 2R Rنيز بازتابي هستند  .  
ü  2اگر 1R ,R 1 متقارن باشند آنگاه 2R Rنيز متقارن هستند  .  
ü  2اگر 1R ,R 1 پادمتقارن باشند آنگاه 2R Rادمتقارن هستند نيز پ .  
ü  2اگر 1R ,R 1 تعدي باشند آنگاه 2R Rنيز تعدي هستند  .  
A که در آن Aدر مجموعه  - n=باشد در اين صورت  :  
ü  اگرR رابطه اي بازتابي روي A باشد آنگاه R n≥  
ü  2اگر 1R ,R دو رابطه روي A 1 باشند و 2R R⊆ 1 باشد در اين صورت اگرR باشد  مي)متقارن، پادمتقارن، تعدي( بازتابي .

  . است) ، تعديمتقارن، پادمتقارن( بازتابي 2Rآنگاه 

ü  اگرRي هم ارزي روي  ا  رابطهA 2 باشد آنگاهn R n≤ ≤  
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ü  رابطهR روي مجموعة A را به ترتيب جزئي يا رابطه ترتيبي جزئي گوييم هرگاه R،پادمتقارن، و تعدي را   سه خاصيت بازتابي 
  . داشته باشد

ü  رابطه هم ارزيR روي مجموعة Aدي را داشته باشداي است که سه خاصيت بازتابي، متقارن و تع  رابطه .  
ü  اگرA يک مجموعه و Iاي انديسگذار به ازاي هر   مجموعهiR ,i I∈اي روي   رابطهAباشد آنگاه  :  

ii I R∈ روي A بازتابي است اگر و فقط اگر هر iR روي Aاما براي .  بازتابي باشدii I R∈ باشد نمي اين رابطه صحيح .  

ü  2اگر 1R ,R دو رابطه متقارن روي مجموعه A1اگر .  باشند 2 2 1R .R R .R⊆ 1 باشد آنگاه 2 2 1R .R R .R=است  .  

ü هاي  به ازاي مجموعهC , B , A 2 و روابط 1R B C , R A B⊆ × ⊆ )شد آنگاه  با× )c c c
1 2 2 1R .R R .R=است  .  

ü  اگرRاي بازتابي روي مجموعه   رابطهA باشد آنگاه ( ) 2R.R R نيز روي Aبازتابي است  .  
ü  :هاي  اگر به ازاي مجموعهC , B , A 3 روابط 2 1R B C , R B C , R A B⊆ × ⊆ × ⊆ توان   باشد در اين صورت مي×

)   : نتيجه گرفت که  ) ( ) ( )1 2 3 1 2 1 3R . R R R .R R .R=    

ü A B A B2 2 2⊆   
ü  هنگاميA B A B2 2 2=  است که B A⊆ باشد يا A B⊆ .   

  هاي زير درست است؟  کدام يک از گزاره: تست
۱(A B A B2 2 2=     ۲ (A B A B2 2 2=   

۳ (A B A\B2 \ 2   ۱ و ۳موارد ) ۴    =2
 .  صحیح است1گزینه  :حل

ü هاي  تعداد زير مجموعه: نکتهK عضوي يک مجموعه n عضوي برابر است با : n
k

 
 
 

  

  
1

n
n 1 n 1

k
K 1 K


  = − −     +      −   

  

  ( )
nn n n 1 n n k k

k 0

n n n n
x y x x y y x y

0 1 n k
− −

=

       
+ = + + + =       

       
∑  

)  بنابراين  )
nnn k

k 0

n
3 1 2 2

k=

 
= + =  

 
∑  

  ( )
nnn

k 0

n
2 1 1

k=

 
= + =  

 
∑  
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)                                                                                                                  پس در حالت کلي  )
n

k k

k 0

n
1 a a

k
=

 
+ =  

 ∑    

 يک عدد طبيعي باشد مقدار عبارت nفرض کنيد که : تست
n i

i 0 j 0

i n
j i= =

  
  
  

∑ ∑  

۱( n 12 +  ۲ (n3  ۳ (n 12 1+ +  ۴ (n n4 3 2− +  
 .  صحیح است2گزینه 

  
n i n

i n

i 0 j 0 i 0

n i n
2 3

i j i= = =

     
= =     

     
∑ ∑ ∑  

  )۸۷ سراسري مهندسي کامپيوتر ـ(هاي زير نادرست است؟  کداميک از گزينه: تست
  .  يک رابطه متعدي، متعدي است(symmetric closure)بستار تقارني )۱
  .  يک رابطه متعدي، متعدي است(reflexive closure)بستار بازتابي ) ۲
  . بازتابي است  يک رابطه بازتابي،(symmetric closure)بستار تقارني ) ۳
  . رن، متقارن است يک رابطه متقا(transitive closure)بستار تعدي ) ۴
  .  صحيح است١گزينه  :حل
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  اصل شمول و عدم شمول 

  مقدمه
.  هستندi آن واجد ويژگي عضاي باشد که تمام اS زير مجموعه اي از iA داشته باشيم و S ويژگي درباره اشياء مجموعه Kفرض کنيد 

 ويژگي را داشته باشند يا تعداد اشيايي را حساب کنيم که هيچ Kاقل يکي از اين  را حساب کنيم که حدSخواهيم تعداد اشيايي از  مي
  . کنيم  ويژگي مذکور را دارا نباشند براي اين منظور از اصل شمول و عدم شمول استفاده ميKکدام از 

  . يمده  نشان ميA را با Aاي متناهي باشد، تعداد اعضاي   مجموعهAـ اگر 
2ـ اگر  1A ,A 1  :  دو مجموعه متناهي باشند آنگاه 2 1 2 1 2A A A A A A= + −   

1در واقع زماني که  2A A+2هاي  کنيم، اعضاي مجموعه  را محاسبه مي 1A ,Aدر نتيجه . کنيم شماريم و جمع مي  را جداگانه مي
2هايي که در عضو 1A ,A1شوند و هنگام محاسبه   در اشتراک هستند دو بار شمرده مي 2A Aف شمارش دوباره را حذ ن بايد اثر اي
  . شود عه ناميده ميورابطه بالا اصل شمول و عدم شمول براي دو دومجم .کنيم
k فرض کنيد :ه قضي 2 1P ,..., P ,Pهاي مشخص باشند و   ويژگيiAاي از   زيرمجموعهS باشد که اعضاي آن داراي ويژگي iP هستند 

  :  ندارند برابر است با  راkP تا 1Pهاي   که هيچ يک از ويژگيSدر اين صورت تعداد اعضايي از 

  ( )
K K

1 k i i j i j l 1 2 K
i l i j i j l

A ... A S A A A A A A ... 1 A A ... A
= < < <

= − + − + + −∑ ∑ ∑         

ü تعداد اعضايي از  :نكتهS1هاي   که حداقل داراي يکي از ويژگيP تا KP هستند برابر است با :   

  ( )
K k 1

1 2 k i i j i j l 1 2 K
i 1 i j i j l

A A ... A A A A A A A ... 1 A A ... A−

= < < <
= − + − + −∑ ∑ ∑          

  . پذير نباشند  بخش5 , 6 , 8ب کنيد که بر هيچ يک از اعداد  را حسا1000 و 1تعداد اعداد طبيعي بين  : مثال

2P را ویژگی بخش پذیر بودن یک عدد طبیعی بر 1P: حل ر  را بخش پذی3P و6پذیر بودن یک عدد طبیعی بر   را بخش5,
گیریم که داراي ویژگی   در نظر می1000 و 1 را مجموعه اعداد طبیعی بین iA. گیریم  در نظر می8بودن یک عدد طبیعی بر 

iP هستند واضح است که  : 

  1
1000A 200

5
 = =  

  

  2
1000A 166

6
 = =  

  

  3
1000A 125

8
 = =  
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1اعداد طبيعي متعلق به  2A A 1اعداد متعلق به . بخشپذيرند) 30يعني بر  (5 , 6 بر 3A A 2 و اعداد متعلق به 40 بر 3A A بر 
  :  بخش پذير باشند در نتيجه 24

  1 2
1000A A 33

30
 = =  

  

  1 3
1000A A 25

40
 = =  

  

  2 3
1000A A 41

24
 = =  

  

1بالاخره اعضاي  2 3A A A  1000 اعدادي ازN بنابراين.  بخشپذيرند120 هستند که بر:   

  1 2 3
1000A A A 8
120

 = =  
   

  :  بخشپذير نيستند برابر است با 5 , 6 , 8 که به هيچ يک از اعداد 1000 تا 1شمول، تعداد اعداد بين در نتيجه طبق اصل شمول ـ عدم 
  ( ) ( )1 2 3A A A 1000 200 166 125 33 25 41 8 600= − + + + + + − =   

}فرض کنيد   : تست }A  3 که بـر     A باشد، تعداد اعضاي     600 حاوي تمامي اعداد طبيعي بين يک تا         =600,...,1,2,3
  )۱۳۸۹مهندسي كامپيوتر ـ سراسري (پذير نيستند چند تاست؟    بخش7 يا 5ا ي

۱( 275 ۲ (270 ۳ (280  ۴ (405 

 .  صحیح است1گزینه : حل

  3 5 15
600N N 40
15∧

 = = =  
  AN 600=  

  3 7 21
600N N 28
21∧

 = = =  
  3

600N 200
3

 = =  
  

  5 7 35
600N N 17
35∧

 = = =  
  5

600N 120
5

 = =  
  

  3 5 7 105
600N N 5
105∧ ∧

 = = =  
  7

600N 85
7

 = =  
  

  ( ) ( ) ( )3 5 7N 600 200 120 85 40 28 17 5 275¬ ∨ ∨ = − + + + + + − =  



 ساختمان گسسته

 

٣٥  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  توابع 
fگوييم   مي:تعريف  :A B→ يک تابع است هرگاه :  

P                                                   ـ ١ A B⊆ ×  
)          ـ ٢ ) ( ) 1x, y f , x, y f y y∀ ∈ ∈ ⇒ =  

} را چنان بيابيد  که aمقدار : تست }f : 1, 2,3 → يک تابع باشد  .  

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2f : 1,a , 1,a 2a , 2,3 , 3,a−  

۱(a a يا =0 3=    ۲ (a aيا  =0 a يا =3 3= ±  
۳ (a 3=   هيچکدام ) ۴    ±
 .  صحیح است1گزینه  :حل

  a ) يا =3 )2 2a 2a a a 3a 0 a a 3 0 a 0− = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =   

f تابع :ـ تعريف تابع تام  :A B→ تام است هرگاه fD A=  

f تابع :ـ تعريف تابع جزئي  :A B→ناميم هرگاه فقط در تعريف تابع صدق کند  را تابع جزئي مي .  

ü خود يک تابع جزئي است تامتوان نتيجه گرفت هر تابع با توجه به دو تعريف بالا مي: نکته  .  
ü تعداد توابع تام : نکتهf از مجموعه n عضوي A به مجموعه m عضوي Bبرابر با  nmاست  .  

ü مجموعه تمام توابع تام از مجموعة  :نكتهA به مجموعه B را با ABدهيم واضح است که   نمايش ميAAB B=يعني همواره  

  . رسد ل مي تابع دوم به توان مجموعه اومجموعه

ü از مجموعه ) توابع جزيي(تعداد توابع  :نكتهn عضوي A به مجموعه m عضوي B برابر ( )nm 1+ .   

fهرگاه : تعريف :A B→ و g : A B→دو تابع باشند آنگاه :   

  f gx D D∀ ∈   

         ( ) ( ) ( )* *f g x f x g x
 

± = ±  
 

  

  f g f gD D D+ =   

  ( ){ }f gx D D \ x g x 0∀ ∈ =  

  ( )( ) ( )
( )

f x
f / g x

g x
=  

  ( ){ }f / g f gD D D \ x g x 0= =  
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ü هرگاه  :نكتهf :A B
g:B A

→
→

  :  دو تابع باشند آنگاه

  ( ) ( )( )gof x g f x=  

  ( ){ }gof f gD x D f x D= ∈ ∈  

ü ها يک عدد باشد  دارند که خروجي آنضابطه توابعي :نکته .  
ü نکته: fogتواند تعريف شود  براي هر تابعي مي .  
gـ هرگاه ١توجه  , f دو تابع از A به B باشند آنگاه f gباشد در حالي که   لزوماً تابع نميf gهمواره تابع است  .  
  .  استB به A يک تابع از φـ بنا بر قرارداد ٢توجه 

  

fهرگاه  : ـ تعريف تصوير معكوس تابع :A B→ آنگاه براي ( )1f D , D B− به ناميم و    ميf تحت D را تصوير معکوس ⊇

  : کنيم صورت زير تعريف مي

  ( ) ( ){ }1f D x A f x D− = ∈ ∈  

f هرگاه :ـ تعريف تصوير :A B→ يک تابع باشد و C A⊆ آنگاه تصوير C تحت f را با ( )f cدهيم  نمايش مي .  

  ( ) ( ){ }f c f x x c= ∈  

f هرگاه :تابع يک به يک ـ تعريف  :A B→ است كهباشد گوييم در صورتي يک به يک  يک تابع:  

  ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2x , x A f x f x x x∀ ∈ = ⇒ =  
yبه عبارت ديگر به ازاي هر  B∈ حداکثر يک x A∈ وجود داشته باشد به طوري که ( )y f x=باشد  .  

ü اگر  : نکتهf :A B→ تابع تام يک به يک باشد آنگاه A B≤  
f گوييم :ـ تعريف تابع پوشا  :A B→ پوشاست هرگاه ( )y B , x A y f x∀ ∈ ∃ ∈ =  

yبه ازاي هر  B∈يک  حداقل x از A وجود داشته باشد به طوري که ( )y f x=  
fاگر : توجه :A B→ آنگاه ( )f A= بديهي است که f :A B→ پوشاست اگر و تنها اگر   

  ( )B f A= يا fR B=  

ü هرگاه  : نکتهf :A B→ پوشا باشد آنگاه B A≤  

fگوييم تابع  :تعريف تابع دو سوييـ  :A B→ دو سويي است هرگاه f يک تابع تام، يک به يک و پوشا باشد در اين صورت گوييم 

B , A تناظر يک به يک دارند .A هم توان با Bاست .   
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ü هرگاه  : نکتهf :A B→ تناظر يک به يک داشته باشد آنگاه  يکA B=  
ü تعداد توابع تام پوشا از مجموعه  : نکتهm عضوي ( )m n B≤ برابر با ( )nm k−است  .  

ü تعداد توابع تام ناپوشا از مجموعه :  نکتهm عضوي ( )m n B≤ برابر با ( ) ( )
m k n

k 1

m
1 m k

k=

 
− − 

 
∑  

 B به   A عضوي باشد تعداد تمامي تابع هاي پوشا از          5 يک مجموعه    B عضوي و    ۸ يک مجموعه    Aفرض کنيد   : تست
  چند است؟ 

۱(65610  ۲ (2560  ۳ (126000  ۴ (340625  
 .  صحيح است٣گزينه  :حل 
پس  . است5 به 8 تعريف شده در نتيجه از B به A و از  است!n عضوي باشد برابر با nدانيم که تعداد توابع پوشايي که از يک مجموعه  مي

) يعني !5پس به عبارتي ديگر بايد به کليه اعداد .  بخش پذير باشد5 و 4 و 3  و2 بايد به )2 3 4 5× ×   . پذير باشد  بخش×
  .باشد  مي۳پذير است، گزينه   بخش!5اي كه بر  بنابراين تنها گزينه

ü تعداد توابع پوشا از مجموعه  : نکتهn عضوي به مجموعه m همواره بر  عضويm!پذير است  بخش .  
ü که از يک مجموعه ،هر تابع : نکته n n×به يک مجموعه  و باشد n n×و هم يک به يک  بايد هم، برود 

   .پوشا باشد
ü گاه هر : نکتهA B n= f آنگاه هر تابع تام = :A B→يک به يک است اگر و تنها اگر پوشا باشد  .  
  .  است!n برابر B عضوي n به مجموعه A عضوي nپوشا از مجموعة ) يک به يک(تعداد توابع تام : نتيجه 

  اصل لانه کبوتري 
n لانه قرار گيرند به طوري که m کبوتر بخواهند در nهرگاه  m>2حداقل ( لانه بيش از يک کبوتر وجود دارد  يک در آنگاه حداقل 
  ) کبوتر

  :اصل لانه کبوتر تعميم يافته

n لانه قرار گيرند آنگاه در حداقل يک لانه m کبوتر بخواهند در nهرگاه 
m

 
  

  . گيرد  کبوتر قرار مي

ü  هرگاه :نکته f :A B→ يک تابع تام باشد و A B=  يک به يک است اگر و تنها اگر f باشد در اين صورت ∞>
  . پوشا باشد

}تعداد تابع  : مثال } { }f : 1, 2,3, 4 a ,b ,c ,d→ پوشا باشد چقدر است؟   

  ( ) ( )4
4!4 4!

4 4 !
= =

−
  

  . وال را با استفاده از اصل لانه کبوتر اثبات نمودتوان اين س مي
ü از مجموعه ) يک به يک تام(ا پوشتعداد توابع  : نکتهn عضوي A به مجموعه n عضوي B برابر با n! 

  .است
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  پريش 
 nd و آن را با نماد »ار نگيردرام قiاي در خانه i است به طوري که هيچ عدد  n تا1هاي اعداد  تعداد جايگشت «شي n منظور از پريش 

  . دهند نمايش مي
  : کنيم  اين گونه عمل ميndوردن آ حال براي به دست

nهاي  کنيم، ابتدا مجموعه از اصل شمول و عدم شمول استفاده مي 1A ,...,Aکنيم را به صورت زير تعريف مي .  

1A : تا 1هاي اعداد  مجموعه تمام جايگشت n اول قرار گيرد در خانه 1 که عدد .  

2A : تا 1هاي اعداد  م جايگشتامجموعه تم n در خانه دوم قرار گيرد2 که عدد  .  

  
nA : تا 1هاي اعداد  مجموعه تمام جايگشت n در خانه nام قرار گيرد .  

برابر ) اش برود يعني جايگشتي که حداقل يکي از اعداد به خانه هم شماره(هاي نامطلوب   مجموعة تمام جايگشتتوان ديد که به راحتي مي

1 2 nA A ... A  است از طرفي ديگر داريم  :  
  1 2 nn! A A ... A= −   )تا 1هاي  جايگشتكل تعداد (ـ ) هاي نامطلوب تعداد جايگشت n (nd =  

) داريم iحال توجه کنيد که به ازاي هر  )iA n 1 != در .توان به دلخواه جابجا کرد  ، زيرا يک عنصر ثابت است و ديگر عنصرها را مي−
  : ضمن به عنوان مثال داريم

  ( )1 2 3A A A n 3 != −   
) تايي برابر Kدر واقع تعداد عناصر هر اشتراک  )n K )گيريم و   عنصر را ثابت در نظر ميK است چون −! )n K− عنصر ديگر را به 

  : کنيم، خواهيم داشت دلخواه جابجا مي

  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n 1 2 1 2 n 1 n

n
1 2 n

n
n

1

n n
1

2 n

d n! A A ... A A ... A A

... 1 A A ... A n! n 1 ! ... n 1 !

n 2 ! ... n 2 ! ... n n !

−

 
= 

 

   
=   

   

= − + + + + + +

 
 
 

+ − = − − + + − + 
 
  
 

 
 
 

− + + − − + − 
 
  
 

 

   

 

  

  ( ) ( ) ( ) ( )nn n n n
n! n 1 ! n 2 ! n 3 ! ... 1 0!

1 2 3 n
       

= − − + − − − + + −       
       
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)دانيم  از طرفي مي )
n n!n r !
r r!

 
− = 

 
  :  در نتيجه 

  ( ) ( )n
n

n
1n! n! n! 1 1 1d n! ... 1 n! 1 ...

1! 2! n! 1! 2! 3! n!

 − = − + − + − = − + − + +
 
 

  

   بيتي را به دست آوريد؟ 5پريش  : مثال

  5
1 1 1 1 1 5! 5! 5! 5!d 5! 1 5! 5!
1! 2! 3! 4! 5! 2! 3! 4! 5!

 = − + − + − = − + − + − 
 

  

  60 20 5 1 44= − + − = 
ü نكته:  

  1 2 nA A ... A=    هاي حداقل يکي از عناصر با انديس خود انطباق دارد تعداد جايگشت  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n 1n n n n
n 1 ! n 2 ! ... n 3 ! ... 1 n n !

1 2 3 n
−       

= − − − + + − + + − −       
       

  

  ( ) ( )
n k 1

k 1

n
1 n k !

k
−

=

 
= − − 

 
   تعداد جايگشت هاي کل∑

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n nk 1 K

k 1 k 1

n n n
n! 1 n k ! 1 n! 1 n k

k 0 k
−

= =

     
− − − = − + − −     

     
∑    حالت خواسته∑

  ( ) ( )
n k

n
k 0

n
d 1 n k !

k=

 
= − − 

 
∑  

  : چند ياد آوري 

  
n

x

n 0

xe
n!

∞

=
= ∑  

  ( )n
1

n 0

1
e

n!

∞
−

=

−
= ∑  

  ( ) ( ) ( )
n k

n
k 0

n!d 1 n k !
k! n k !=

= − −
−∑  

  ( ) ( )k kn n
n

k 0 k 2

1 1
d n! n!

k! k!= =

− −
= =∑ ∑  

  1
n

n
d n!e−

→∞
=  
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ü احتمال اين که  : نکتهn عنصر با nجايگاه ، هيچ عنصري در جايگاه خودش قرار نگيرد  .  

  ( )kn
n

k 0

1d
n! k!=

−
= ∑  

ü نهايت باشد  ها به سمت بي جايگاهها و  اگر تعداد مهره : نکته .  

  1
n

dnlim e
n!

−

→∞
=  

}تعداد توابع تام يک به يک  : مثال } { }1,2,3,4,5 a,b,c,d,e→ که ( )f 1 a≠ ، ( )f 2 b≠ ، ( )f 3 c≠ و 

{ } { }f 1, 2,3 a,b,c= و { } { }1f d,e 4,5−    چقدر است؟ =

  ( )K3

K 2

1
3! 2

K!=

−
=∑  

( )2,2 2! 2= =  
2 2 4× =  
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  اعداد استرلينگ 
هيچ ميزي خالي ( ميز طوري قرار دارد که در پشت هر نفر حداقل يک نفر قرار گيرد m حول بتوانرا  فرد متمايز nتي که تعداد حالا

  . دهند  نمايش مي(first type stirling)را با استرلينگ نوع اول  )نباشد
  ( )first type stirling ft s n,m= −  

)  ه شود ک به وضوح ديده مي ) ( )n 1 !:ft s n,1− −  
)  . ترتيب در اين جا مهم نيست )Ft S n,n 1− =  

  ( )Ft S n,m 0 m n− = >  

  ( ) ( ) ( ) ( )
n 1 n 1

k 1 k 1

n1 1Ft S n,2 n 1 ! k 1 ! n k 1 !
kk 2

− −

= =

 
− = − = − − − 

 
∑ ∑  

  
( ) ( ) ( )

n 1

k 1

1 n! k 1 ! n k 1 !
2 k! n k !

−

=
= × − − −

−∑  

  
( ) ( )( ) ( ) ( )

n 1

k 1

1 n! k 1 ! n k 1 !
2 k k 1 ! n k n k 1 !

−

=
= × − − −

− − − −∑  

  
( )

n 1

k 1

1 1n
2 k n k

−

=
=

−∑=  

  ( )
n 1 n 1 n 1

n 1 k 1 k 1

1 n! 1 1 1 1 1n 1 !
2 n k n k 2 k n k

− − −

= = =

    = + = − +       − −    
∑ ∑ ∑  

  ( ) ( )
n 1 n 1

k 1 k 1

1 1 1n 1 ! 2 n 1 !
2 k k

− −

= =
= − × ⇒ −∑ ∑  

  : توجه کنيد که 

  ( )
n

m 1
Ft S n,m n!

=
− =∑  

  ( ) ( )
n

m 1
A n Ft S n,m

=
= −∑  

  ( ) ( )
n 1

m 1
A n 1 Ft S n ,m

−

=
− = −∑  

  ( )A 1 1=  
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A n A n 1 n 1 A n 1 nA n 1= − + − − = −  
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  ( )A n n!=  

ü نکته:  
nn 1n! 2 n 1

e n
    = π + θ       

  

)اگر  : تست )s r, n    هاي توزيع      نمايش دهنده تعداد راهr     شي متمايز در n            جعبه نامتمايز باشد بـه طـوري کـه هـيچ 
  اي خالي نباشد کدام رابطه صحيح است؟  جعبه
۱(( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n ns r 1,n 1= − + − −  ۲ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n 1 ns r 1,n= − − + −  
۳ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n 1 rs r 1,n= − − + −  ۴ (( ) ( ) ( )s r, n s r 1,n rs r 1,n 1= − + − −  
 .  صحیح است2گزینه : حل

  اعداد استرلينگ نوع دوم 

)به ازاي  ) ( )
n k m

k 0

n
1 n k , m n

n k=

 
− − ≥ − 

که صرفه نظر  (  ظرف شماره گذاري شدهnي متمايز بين  شm طريق براي توزيع ∑

ها را برداريم، که در نتيجه در ظاهر  هاي ظرف  شمارهاگر. به طوري که هيچ ظرفي خالي نماند وجود دارد) شوند  يکسان تلقي ميهاز شمار
از اين رو، .  توزيع مشابه بين ظروف شماره دار است!n متناظر )ناتهي( ظرف يکسان nيابيم که هر توزيع بين اين  نيز يکسان باشند در مي

  : ماند برابر است با  ظرف يکسان، به طوري که هيچ ظرفي خالي نnي متمايز بين  شmتعداد طرق ممکن براي توزيع 

  ( ) ( )
n k m

k 0

n1 1 n k
n kn! =

 
− − − 

∑  

)اين عدد را با  )S m,nنامند دهيم و آن را يک عدد استرلينگ نوع دوم مي  نشان مي .  
Aاگر  m n , n B= ≥ ) آنگاه = )S m,n،  n! تابع پوشا از A روي Bوجود دارد  .  
  . به دست آوردنيز توان با کمک جدول زير  د استرلينگ را مياعدا

  
nهرگاه  ) باشد مقدار =1 )S m,1   .  خواهد بود=1
nهرگاه  m= باشد در آن صورت ( )S m,n   .  خواهد بود=1

  .  پيروي کنيدبالاول نيز کافي است روال جدول اعداد جدبراي به دست آوردن بقيه 
  : به عنوان مثال

  ( ) ( ) ( ) ( )S 7 1,3 966 63 3 301 S 7,2 3S 7,3+ = = + = +  



 ساختمان گسسته

 

٤٣  

  : يادداشت
…………………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………………………………………………… 

  ها ـ ترتيب جزئي ولاتيس  نظريه گروه
G است هرگاه G يک عمل دو دويي روي K يک مجموعه ناتهي باشد گوييم Gهرگاه  :تعريفـ  G G×  در اين )يک تابع تام باشد (→

)صورت  )G   . بسته است ∗  تحت عملG و گوييم ناميم مي را يک ساختار جبري *,
ü اعداد طبيعي :  نكته( ),+يک ساختار جبري است  .  
ü اگر  : نكته ( )nM Rهاي   را تمام ماتريسn n×هاي حقيقي در نظر بگيريم  با درايه  

  ( )( )nM R    يک سيستم جبري است×,
  ضرب ماتريس: ×

ü گوييم : نكته( )G  .  شرکت پذير باشدGروي  *اشد و بG يک عمل دو تايي روي * يک نيم گروه است هرگاه *,

) : مثال ),−يک سيستم جبري است  . 

) : مثال ),+يک سيستم جبري است  .  
ü هر نيم گروه يک سيستم جبري است: نكته .  

)گوئيم ـ  )G   :يت زير باشند خاص2ار است هرگاه داراي و يک تک*,
)ـ ١ )G   .  يک سيستم جبري، شرکت پذير باشد*,
  .  داراي عضو خنثي باشدG روي ∗ـ عمل ٢

) : مثال ),+يک تکوار است  .  

)گوئيم  )G   :  يک گروه است هرگاه *,
  ) بسته باشد∗تحت عمل ( باشد G يک عمل دو تايي روي ∗ـ١
  .  شرکت پذير باشدG روي ∗ـ٢
  .  داراي عضو خنثي باشد∗ـ٣
aـ هر عضو ٤ G∈داراي عضو وارون باشد  .  

) : مثال ),+ يک گروه است ـ ( )Q,+ يک گروه است ـ ( ),× يک گروه نيست ـ ( )Q,×يک گروه نيست  . 

)گروه  - )G a:     را آبلي گويند هرگاه*, ,b G a *b b*a∀ ∈ =  

) : مثال ),+گروه آبلي است  .  
ü ار عضو خنثي منحصر به فرد استودر هر تک :نكته .  
ü در هر گروه وارون هر عضو منحصر به فرد است :نكته .  
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  .  داراي دو خاصيت انعکاسي و تعدي باشدR پيش ترتيب گوييم هرگاه A را روي مجموعه ناتهي Aـ رابطة 
a باشد عضو Aيب روي مجموعه ناتهي  يک رابطة پيش ترتRـ هرگاه  A∈ را عضو max مجموعه A گويند هرگاه براي هر x A∈ 

xداشته باشيم  R a  
b باشد عضو A يک رابطه پيش ترتيب روي مجموعه ناتهي Rـ هرگاه  A∈ضو  را عMin مجموعه A گويند هرگاه براي هر x A∈ 

bداشته باشيم  R x  
  .  را ترتيب جزئي گويند هرگاه داراي سه خاصيت انعکاسي، پاد تقارن، تعدي باشدA روي مجموعه Rـ رابطه 

يمم در صورت وجود منحصر به فرد شوند ولي همچنان عناصر ماکزيمال شود که عناصر ماکزيمم و مين خاصيت پاد تقارني سبب مي: توجه
  . توانند در صورت وجود يکتا نباشند و مينيمال مي

)ـ هرگاه  )A,≤ يک مجموعه مرتب جزئي باشد گوييم عضو a A∈ يک کران بالايي براي Bهايي که  B Aφ≠   :  است در صورتي که⊇
  b B b a∀ ∈ ≤  

cهمچنين عضو  A∈ را يک کران پائيني براي B A⊆ ≠ φ گوييم هرگاه   
  b B c a∀ ∈ ≤  

)ن کران بالايي يـ کوچکتر )LUBکنيم ف مي را اين گونه تعري :  
)هرگاه  )A,R يک مجموعه جزئي باشد گوييم a A∈کران بالايي ني کوچکتر Bنويسيم   است و مي( )a sup A= در صورتي که دو 

  : شرط زير برقرار باشد
  .  باشدBيک کران بالايي  aـ ١
c از همه کوچکتر باشد Bبالايي هاي   بين کليه کرانaـ ٢ A x B x c a c∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤   
  . کنيم  را اينگونه تعريف مي(GLB)بزرگترين کران پايين  -

)هرگاه  )A,≤ يک مجموعه مرتب جزئي باشد گوييم عنصر a A∈ بزرگترين کران پايين B Aφ≠ نويسيم   است مي⊇

( )a inf B=هرگاه در دو شرط زير صدق کند  :  
  .  باشدB يک کران پايين aـ ١
  .  از همه بزرگتر باشدBهاي پاييني   بين کليه کرانaـ ٢
)١ (  c A x B c x c a∃ ∈ ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤  

ü نكته:  Sup   وinf جود يکتا هستند و در صورت  
ü تب جزيي داراي اگر يک زيرمجموعه مر :نكتهMax باشد عضو supگردد، همچنين عضو   براي آن زير مجموعه محسوب مي

  : شود يعني ماکسيمال آن زير مجموعه نيز محسوب مي
  sup max=  

y يک رابطه ترتيب جزئي بوده و براي هر R رابطه ترتيب کلي است هرگاه A روي مجموعه ناتهي Rـ گوييم رابطه  A∈ و xداشته باشيم :   
  y R x يا x R y يا x y=  

)د، در اين صورت زوج ن قابل مقايسه باشR نسبت به رابطه Aعضو از دو  ،به عبارت ديگر هر دو )A,Rناميم ب کلي مي را مجموعه مرت .  
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ü اين نکته در مورد عناصر مينيمال و . (هاي مرتب کلي مفهوم عضو ماکسيمال و ماکسيمم بر هم منطبق است  در مجموعه :نكته
  ). مينيمم نيز برقرار است

ü اگر  :نكته ( )A,R کلي باشد و /  يک مجموعه مرتب جزئيB A⊆اه  آنگ( )( )B,R B B× کلي /  يک مجموعه جزيي
  . خواهد بود
  . ن عنصري اضافه کرداشود که به ابتدا، انتها يا ميان عناصر آن نتو زنجيري ماکسيمال ناميده مي: ـ زنجير ماکسيمال 

Aبه ازاي   : تست ) فرض کنـيم     ≠0 )A,R ـ  0اي جزئـاً مرتـب باشـد و فـرض کنـيم               ه مجموع B A≠ رابطـه  . ⊇
( )R B B R= ×     اگر  . گيريم   را در نظر مي( )B,R   ،تماماً مرتب باشد  ( )B,R     را زنجيري در ( )A,R در . نـاميم    مي

1 را به صورت     Bتوانيم عنصرهاي      متناهي باشد، مي   Bحالتي که    2 3 n 1 nb Rb Rb R ... Rb Rb−  در ايـن   .  مرتب کنيم
نـاميم هرگـاه عنصـري ماننـد           را ماکسيمال مـي    n)به طول   (زنجيري  .  است n زنجيري به طول     Bگوييم    صورت، مي 

a A∈        وجود نداشته باشد به طوري که { }1 2 3 na b ,b ,b ,...b∉   و n 1b Ra ,aRb   يا i i 1b RaRb  بـه ازاي انديسـي      +
1مانند   i n 1≤ ≤ }اگر   . − }u 1,2,..., n=      مجموعه جزئاً مرتـب ( )( )p u )( چنـد زنجيـر ماکسـيمال دارد؟         ⊇, )p u 

  ) ۸۷ ـ سراسري 1T) ( استuهاي  مجموعه همه زير مجموعه

۱(n!  ۲ (2n  ۳ (n 1−  ۴ (2n 1
n
− 

 
 

  

 .  صحیح است1گزینه : حل

   { } { } { }1 1,2 ... n!⊆ ⊆ ⊆ ⇒  

به .  وجود داشته باشدinf و sup آن عناصر ضوبکه يک مجموعه مرتب جزيي است که براي آن هر دو ع يک ش):لاتيس(تعريف شبکه ـ 

)عبارت ديگر  )L,≤شبکه است هرگاه مرتب جزئي بوده به طوري که براي هر دو عضو آن داشته باشيم  :  

  a b L
a b L

∧ ∈
 ∨ ∈

  

 عناصر مرتب فبه طوري که رئوس اين گرا. يم کرد ترسفتوان يک گرا مرتب جزئي متناهي ميوعه  براي هر مجم:هاس دياگرام ـ 

a دو عضو اين مجموعه مرتب جزئي باشند، بايد a , bجزيي بوده و در صورتي که  b≤و هيچ c  از اين مجموعه مرتب عبارت
a c , c b≤   . کنيم  رسم ميc به a را نداشته باشد، در اين صورت يک يال جهت دار از ≥

ü توان از نمودار هاس استفاده کرد ولي بايد توجه کرد که نمودار هاس يک شبکه  براي نمايش هر شبکه متناهي مي :نكته
  : بايدحتماً داراي خواص زير باشند

  .  باشد(1) و پيشينه (0)باشد همچنين بايد داراي عضو کمينه  داشته Inf و يک sup هر عنصر دقيقاً يک 
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  باشد؟   نمودارها زير شبکه نميaکدام يک از : تست
۱(  

  

۲ (  

  

۳ (  

  

۴ (  

  
 .  صحیح است1گزینه : حل

 
ü هرگاه  :نكته( )L,≤را به شکل زير تعريف کرد+  و *توان دو عمل   يک شبکه باشد در اين صورت مي .  

  { }a *b inf a , b=  
  { }a b sup a ,b+ =  

)شبکه  - )L, a را توزيع پذير گويند هرگاه برابر هر سه عنصر +*, ,b ,cداشته باشيم  :  

  
( )

( ) ( )
I) a * b c a *b a *c

a,b,c L:
II) a b*c a b * a c

+ = +∈ 
+ = + +

  

  . ز اين دو شرط بالا برقرار باشد براي توزيع پذيري کافي استاگر هر کدام ا
) يک همريختي از شبکه φـ گوئيم  )L, ) به شبکه +*, )L , ,*′ ′   :است درصورتي كه +′

L L′→ هرگاه φابعي تام از  تL به L′ بوده و براي هر a ,b L∈داشته باشيم .  
  ( ) ( ) ( )a *b a * b′φ =φ φ  

  ( ) ( ) ( )a b a b′φ + = φ + φ  
  . گوييم) يک ريختي(م  را يک ايزوفيسφ يک به يک و پوشا باشد، φـ اگر 
  . گوييم) تک ريختي( يک به يک باشد، آن را مونومورفيسم φـ اگر 
  . گوييم) برون ريختي(ورفيسم م پوشا باشد آن را اپيφـ اگر 

  .  اصلي خود، يک شبکه باشد را زير شبکه گوييم شده از شبکهءاي از يک شبکه، که با رابطه ترتيب جزيي القا ـ زيرمجموعه
) لاتيس :ـ لاتيس کراندار )L, a بوده به طوري که براي 1 و 0 را کراندار ناميم هرگاه داراي دو عضو +*, L 0 a∀ ∈  و براي ≥
a L L 1∀ ∈ ≤  

  0,1 a L 0 a 1∃ ∀ ∈ ≤ ≤  
ü اعداد طبيعي يک لاتيس است که کراندار نيست :نكته  .  
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aـ عضو  L∈ از شبکه کراندار L را وارون پذير ناميم هرگاه عضوي مانند a چنان موجود باشد که   
  a a 1 a *a 0′ ′+ = =  

ü اً داراي يک وارون است  اگر يک لاتيس توزيع پذير باشد در اين صورت هر عضو وارون پذير دقيق :نكته .  
  .  باشدinf و sup داراي L را کامل گويند هرگاه هر زير مجموعه ناتهي از Lـ لاتيس 
ü در صورتي که لاتيس متناهي باشد حتماً کامل است :نكته   .  

  .  را متمم پذير نامند هرگاه تمام عناصر آن وارون داشته باشندLـ لاتيس 
ü متمم پذير کامل است،کراندار توزيع پذير يک لاتيس  جبر بول،   يک :نكته  .  

ü هرگاه  :نكته  n عدد اول باشد ( )n,1Dيک مجموعه مرتب کلي است  .  

ü هرگاه : نكته nي از يک عدد اول باشد ن توا( )n,1Dيک مجموعه مرتب کلي است  .  

ü 1 هرگاه : نكته 2 kn p p ...p= به طوري که ip ها دو به دو متمايز باشند( )n,1Dيک جبر بول است  .  

>,Pدر شبکه   : تست ≤ a,b,c اگر براي    < P∈    داشته باشيم c b , c a≤ است؟ هاي زير صحيح       کدام يک از گفته    ≥
  ) ۸۵مهندسي کامپيوتر ـ سراسري (

۱(c a *b≤  ۲ (a *b c≤  ۳ (c a b≤ ⊕  ۴ (a b c⊕ ≤  
 : حل

cچون  a
c b

≤
 ≤

c:  پس داريم a b≤ a و چون ∧ b a b∧ ≤   :  پس داريم∨

  c a b
c a b

c a *b
≤ ⊕

← ≤ ∨ <
  

  .باشد  صحيح مي۳ و ۱گزينه 

}اگر  : تست }A a ,b ,c=   و ( )p A    مجموعه قوه A     هاي زير يک زيـر شـبکه           باشد، کدام يک از گزينه( )p A ,⊆ 
  )۸۶اسري مهندسي کامپيوتر ـ سر(نيست؟ 

۱({ } { } { } { } { }{ }, a , b , c , a, b , a,c ,φ ⊆   
۲ ({ } { } { }{ }, a , b , a, b ,φ ⊆  
۳ ({ } { } { } { } { } { }{ }, a , b , c , a, b , b,c , a, b,c ,φ ⊆  
۴ ({ } { } { } { } { }{ }, a , b , a, b , a,c , a, b,c ,φ ⊆  
  . صحيح است۱ گزينه :حل
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شود همراه با رابطه عـاد         نمايش داده مي   210D که با    210هاي عدد     دانيم که مجموعه تمامي مقسوم عليه       مي: تست
مهندسـي کـامپيوتر ـ    (يک جبر بول است، تعداد زير جبرهاي حداقل دو عضوي آن کدام اسـت؟  ) شمردن(کردن 

  )۸۸سراسري 
۱(15 ۲ (14 ۳ (13 ۴ (7 

 .  صحیح است1گزینه 
 به همراه رابطه nDر اين صورت  را بتوان به صورت حاصل ضرب تعدادي عامل اول متمايز نوشت دnبه طور کلي اگر عدد صحيح و مثبت 

  : شود  عضو محسوب مي2 باحداقل 210Dعاد کردن يک زير جبر بول از 
  2 3 5 7 6 10 14 15 21 30 35 42 70 105D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D ,D  

  .  است15 عضو برابر 2 با حداقل 210D را نيز اضافه کنيم در نتيجه تعداد زير جبر بول 210 و 1به اين ليست بايد 
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  گراف 
Gبه صورت را يک گراف  - V,E=دهيم  نمايش مي .  

ü مجموعه رئوس گويند و آن را با ، در گراف به مجموعه نقاط:ه تنک Vها را نيز با  مجموعه يال. دهيم  نمايش ميE نمايش 
  . دهيم مي

اف گر"هاي گراف جهتدار باشد به آن  اگر تمام يال. تواند جهت دار يا غير جهت دار باشد يال يک پاره خط است که ميـ به طور کلي يک 
  . ند گوي"گراف غير جهت دار"اشند به آن ها صرفاً پاره خط ب ل ياهمه در صورتي که .  گويند"جهت دار

داکثر يک پاره خط يا يک پيکان جهت دار صرفاً در يک جهت وجود داشته باشد و  به گرافي بين هر دو رأس آن ح:گراف ساده ـ 

  . گراف ساده گويند) طوقه نداشته باشد(ن راس نيامده باشد اهمچنين يالي ازيک راس به هم
سبه درجه يک هنگام محا. ناميم هاي گذرنده از اين رأس مي  را مجموعه يالG از گراف غير جهت دار V درجه رأس :ـ درجه يک رأس

  . کنيم  بار محاسبه مي2رأس طوقه را 
 نمايش دهيم در آن V يا n نشان دهيم و تعداد رئوس گراف را که مرتبه گراف است با e را با Gهاي گراف   هرگاه تعداد يال:ه تنک

  : صورت داريم
  deg V 2e=∑  

ü هت دار تعداد رئوس فرد، زوج است در هر گراف غير ج:ه تنک .  

ü هرگاه :ه تنک G يک گراف غير جهت دار ساده باشد آنگاه  :  n
0 e

2
 

≤ ≤  
 

  

  .  کامل گويند هرگاه بين هر دو رأس متمايز آن دقيقاً يک يال وجود داشته باشدG  به گراف غير جهت دار ساده -

)هاي گراف کامل برابر با  لدهيم ، تعداد يا  نمايش ميnK رأس را با nگراف کامل با  - )n n 1
2
  .  است−

  .  باشدr را منتظم گويند هرگاه درجه هر رأس آن Gـ گراف غير جهت دار 

ü در هر گراف :ه تنک –r1     :  منتظم داريمe nr
2

=  

ü ظم از مرتبه عدد فرد وجود ندارد هيچ گراف فرد منت:ه تنک .  
  ناميم   ميG يک گراف غير جهت دار باشد، دنبالة صعودي و متناهي تشکيل شده از درجات رئوس گراف را دنباله گرافي G ـ هرگاه

Gگراف : ـ گراف دو بخشي V,E را دو بخشي گوييم اگر مجموعه رئوس V 2 را بتوان به دو مجموعه جدا از هم 1V ,V چنان افراز 
  .  باشد2V و رأس ديگري در 1V يک رأسش در Gکرد که هر يال در گراف 

ü گراف دو قسمتي :ه تنک m,nK داراي m n+ راس و m n× يال است و درجه رئوس آن m يا nاست  .  
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G هرگاه :ـ گراف متمم V,E= يک گراف ساده و غير جهت دار باشد ، مکمل گراف G را با G نمايش داده و گرافي است که 
 يالي وجود نداشته Gدر گراف  U,Vباشد با اين اختلاف که بين دو رأس  را دارا ميGاً همان مجموعه رئوس گراف مجموعه رئوس آن دقيق

  . باشد

ü متمم گراف کامل :ه تنک n,mK داراي n m n m
mn

2 2 2
+     

+ = −     
     

  .  استل يا

ü هاي يک گراف  تعداد يال:ه تنکn هاي آن به ترتيب شامل  بخشي کامل که بخشiPرأس باشد برابر با  : 

  

  

1 2 1 3 1 n 2 3 2 n n 1 nP P P P ... P P P P ... P P ... P P−+ + + + + + + +  
n 1 n

i j
i 1 j i 1

P P
−

= = +
= ∑ ∑  

  دور هميلتوني 
Gهرگاه  V,E= يک گراف غير جهت دار باشد يک دور هميلتوني در گراف G از تمام رئوس گراف دور است که  Gبگذرد  .  

  :نكات مهم

ü  تعداد دورهاي هميلتوني در گراف کاملnK برابربا ( )n 1 !
2
  .  است−

ü کامل ي بخشوگراف د n,mK داراي دور هميلتوني است اگر و فقط اگر n m=اشد ب .  

ü  تعداد دورهاي هميلتوني در گراف کامل دو بخشيn,nK برابر با ( )n! n 1 !
2
  .  است−

ü  تعداد دورها در گراف کاملnK برابر با ( )n

p 3

n p 1 !
p 2=

− 
 
 

∑  

ü  گراف غير جهت دارGدو رأس متمايز آن يک مسير وجود داشته باشد را همبند ناميم هرگاه بين هر  .  

  مدار اويلري  -

هاي گراف باشد را مدار  اي که شامل همه يال به عبارت ديگر گذر بسته. هاي گراف بگذرد مدار اويلري گويند  به مداري که از تمام يال
  . اويلري نامند
ü است که درجه هر رأس آن زوج باشدشرط لازم و کافي براي آن که گرافي همبند اويلري باشد آن :نكته  .  
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  .  مسيري است که از تمام رئوس گراف بگذردـ مسير هميلتوني،
ü هرگاه  :نكتهG V,E يک گراف غير جهت دار باشد آنگاه   

  :  داراي مسير هميلتوني باشد آن است که Gـ شرط کافي براي آن که ١
*nباشد  عداد رئوس مي ت  

  u , v V deg u deg v n 1∀ ∈ + ≥ −  
  ـ شرط کافي براي اين که دور هميلتوني وجود داشته باشد ٢

  u, v V deg u deg v n∀ ∈ + ≥  
  . هاي گراف بگذرد  گذري است که از تمام يال:ـ گذر اويلري

ü شرط لازم و کافي براي آن که  :نكته G داراي گذر اويلري باشد )G :آن است که درجه رئوس زوج بوده و ) ند استگراف همب
  ). رأس شروع و پايان(فقط دو رأس از درجه فرد داشته باشد 

ü به گرافي که  :نكتهe 3V 6>   .  باشد گراف غيرمسطح گويند−
يالي در صفحه به جز در رئوس  را بتوان طوري ترسيم کرد که هيچ دو Gهاي گراف   را مسطح گويند هرگاه يالGـ گراف غير جهت دار 

  . درجاي ديگري متقاطع نباشند

  )ايزومورفيسم(تعريف يکريختي 
G:گوييم تابع  G′ϕ G که → V,E= و G V ,E′ ′   :  يک ريختي است هرگاه ، دو گراف است=′

V:       ـ ١ V′ϕ   . يک تابع تام يک به يک باشد →
}    ـ اگر ٢ } ( ) ( ){ }u , v E u , v E′∈ ⇔ ϕ ϕ ∈  

G هرگاه :تعريف زير گراف V,E= 1 گوييم 1H V ,E= يک زير گراف از G′نويسيم  است و مي :  
  1 1E E , V V⊆ φ≠ ⊂   

 يک زير H باشد گوييم، G دقيقاً برابر مجموعه رئوس گراف G از گراف H هرگاه مجموعه رئوس زير گراف :فراگير پوشاتعريف زيرگراف 
  .  استGگراف فراگير از 

ü گراف کامل يهاي پوشا گرافتعداد زير  :نكته nK باشند برابر است با درخت که n 2n −  

ü اگر  :نكتهG V,E= گرافي بدون حلقه و همبند باشد 
2V

E
4

  .  دو بخشي نيستG ، آنگاه <

  رنگ آميزي گراف 
 است به طوري Gهاي به کار برده شده براي گراف   حداقل تعداد رنگ، يک گراف غير جهت دار باشد منظور از رنگ آميزي گرافGهرگاه 
  . رأس مجاور هم رنگ نباشندکه دو 
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  اي رنگي  چند جمله
) يک گراف غير جهت دار ساده باشد گوييم Gهرگاه  )P G ,λاي رنگي   چند جملهG است هرگاه ( )P G ,λ تعداد حالات رنگ آميزي 

  .  رنگ باشدλگراف با 
  

( ) ( ) ( )3
5P G , 1 2λ = λ λ − λ −  

  
  

  ) رنگي(اي فامي  هاي چند جمله ويژگي
  ) λضريب بزرگتري درجه . ( است1اي فامي همواره  رو چند جمله ـ ضريب پيش١
  .  است0اي فامي همواره  ـ مقدار ثابت چند جمله٢
  ).  نداشته باشد2 داشته باشد ولي 3 و 1واند ريشه ت نمي. ( است…,1,2,3اي فامي به ترتيب از  هاي چند جمله ـ ريشه٣
  .  ريشه است1 باشد زيرا 0ـ مجموعه ضرايب بايد ٤

  است؟ ) فامي(اي کروماتيک کدام يک چند جمله: تست
۱(3 43 4λ + λ + λ    ۲ (4 3 25 7 6 3λ − λ + λ − λ +  

۳ (4 3 23 5 4λ − λ + λ − λ    ۴ (4 3 25 8 4λ − λ + λ − λ  
 .  صحیح است4گزینه : حل

  1 5 8 4 0= − + −    مجموع ضرايب =

   :  بسيار مهمتانک
ü اي رنگي گراف  چند جملهnK و n,nK برابر است با  :  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )n nP K , 1 2 ... n 1λ =λ λ − λ − λ − + = λ  

  ( ) ( )2n 1
n,nP K , 1 −λ = λ λ −  

ü هاي رنگي اگر  اي ملهبراي چند ج( )G V,E= گرافي همبند باشد و e E∈ آنگاه   
  ( ) ( ) ( )e eP G , P G , P G ,′λ = λ + λ  

ü  در صورتي کهG2هاي   گراف بدون جهت با زير گراف 1G ,G 1 باشد، اگر 2G G G= ه ازاي عددي مانند  و در صورتي که ب

n +∈ 1 داشته باشيم 2 nG G K=در آن صورت داريم  :  

  ( ) ( ) ( )
( )

1 2
n

P G , .P G ,
P G,

λ λ  λ =
λ
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ü  در صورتي که در گرافG V,E= اگر V n= باشد آنگاه ضريب n 1−λ در ( )P G ,λ قرينه عدد Eاست  .  
ü  اگرG مدار اويلري داشته باشد آنگاه ( )L Gيلتونيم هم مدار اويلري دارد و هم دور ه .  
ü  اگرG دور هميلتوني داشته باشد آنگاه ( )L Gلتوني دارد نيز دور همي .  
ü  گرافGهمبند يک طرفه است هرگاه بين هر دو رأس آن يک مسير يک طرفه موجود باشد  .  
ü  گرافGناميم هرگاه بين هر دو رأس متمايز آن يک مسير رفت و يک مسير رفت و يک مسير برگشت موجود   را همبند قوي مي

  . باشد

ü  در صورتي کهG گرافي بدون جهت با n رأس باشد اگر G مکمل خود، با  G يکريخت باشد آنگاه G داراي ( )n n 1
4
 يال −

  . است

ü  1تعداد مسيرهاي مقدماتي به طول m n 1 , m≤ ≤ ) بين دو رأس مشخص برابر با nK درگراف − )
( )

n 2 !
n m 1 !

−
− −

  .  است

ü گراف دو بخشي که تعداد رئوس دو بخش مساوي نباشد دور هميلتوني وجود ندارددر  .  

ü  تعداد دورهاي هميلتونيnK برابر با ( )n 1 !
2
−   

ü  تعداد دورهاي هميلتوني که هيچ يال مشترکي ندارند برابر باn 1
2
− 

  
  .  است

ü 3هاي قطر اصلي  رتي که جمع درايهدر صوA آيد هاي گراف به دست مي  تقسيم کنيم تعداد مثلث6 ماتريس مجاورتي را بر .  

ü  اگرG V,E= گراف بدون جهت بي طوقه باشد که در آن V n 3= n و ≤ 1
E 2

2
− 

≥ + 
 

 دور هميلتوني G آنگاه 

  . دارد
 گرافي است که از حذف يک يال و اضافه  کردن يک G يک زيربخش مقدماتي از گراف غير جهت دار : مقدماتي  تعريف زير بخشـ 

  . کند يال حذف شده متصل مي ها رأس مذکور را به دو سر رأس و همچنين دو يال، به طوري که اين يال

  
دفعه از عمل زير بخش مقدماتي از متناهي دو گراف را همسان ريخت گويند هرگاه آن دو گراف يا يک ريخت باشند يا اين که با تعداد ـ 

  . يک گراف ديگر به دست آمده باشند
  . نباشد 5K يا 3,3Kسطح است اگر و تنها اگر شامل زير گرافي همسان ريخت با م Gگراف ـ 
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باشـد؟    هاي زير يک پايگاه رأس براي اين گراف مي          کدام يک از مجموعه   . گراف شکل مقابل را در نظر بگيريد      : تست
  )۸۵مهندسي کامپيوتر سراسري (
۱){ }a ,e  
۲ ({ }a , f  
۳ ({ }a ,e , f  
۴ ({ }a ,b , f  

  
 .  صحیح است2گزینه : حل

}شود که ورودي ندارند و خروجي دارند که فقط  رئوسي را شامل مي پايگاه رأس ، }a , fباشد  شامل اين قضيه مي .  

چ دو رأس مجاوري     رنگ، رنگ آميزي کرد به طوري که هي        3هاي گراف مقابل را با        توان رأس   به چند طريق مي   : تست
  ) ۸۶مهندسي کامپيوتر ـ سراسري . (هم رنگ نباشند

۱ (33 2×  

۲ (63 2×  

۳ (33  

۴ (62    
 .  صحیح است3گزینه : حل

            
 a با يک رنگ خاص هر يک از رئوس مجاور aپس از رنگ کردن . توان رنگ آميزي کرد  رنگ مختلف ميλ را با aبا توجه به شکل رأس 

1λ به d , c , bس ايعني سه ر  نيز به j , h , e هم رنگ باشند همچنين هر يک از سه رأس aآميزي است چون نبايد با   طريق قابل رنگ−
1λ   . ها رنگ شده است و نبايد با آن هم رنگ باشند  طريق قابل رنگ آميزي است زيرا يکي از رئوس مجاور آن−

2λسه رأس باقيمانده ديگر نيز هر يک به    .  طريق قابل رنگ آميزي است−
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 رنگ به طوري که هيچ λ با ههاي ممکن براي رنگ آميزي گراف داده شد  تعداد روشاي رنگي گراف داده شده يعني بنابراين چند جمله
  : دو رأس مجاوري هم رنگ نباشند برابر است با

  ( ) ( ) ( )6 3P G, 1 2λ = λ λ − λ −  

  ( ) ( ) ( )6 3 6P G,3 3 3 1 3 2 3 2= − − = ×  
) بخشي کامل    nطوقه و     گراف بدون جهت بي   : تست )G V,E       هاي هر بخش       را در نظر بگيريد اگر تعداد رأسi    را بـا 

iPهاي   نمايش دهيم تعداد يالG ,G۸۸مهندسي کامپيوتر ـ سراسري (؟   کدام است(  
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 .  صحیح است1گزینه : حل
  . طبق مطالب گفته شده در متن

 λ را با استفاده از حداکثر       Gتوان رئوس      باشد به چند روش مختلف مي      4 در واقع دوري به طول       Gاگر گراف   : تست
  به گونه اي که هيچ دو رأس مجاور هم رنگ نباشد؟ رنگ متفاوت رنگ آميزي کرد 

  )٨٩مهندسي کامپيوتر ـ سراسري (  
۱(3 24 6 1λ − λ + λ −  ۲ (3 24 6 1λ + λ − λ +  ۳ (4 3 24 6 3λ + λ − λ + λ  ۴ (4 3 24 6 3λ − λ + λ − λ  
  .  صحیح است4گزینه : حل

  .  را با رنگ يکسان يا با دو رنگ متفاوت رنگ کردC و Aتوان  براي رنگ آميزي اين گراف مي
 رنگ λ به تعداد C , A را با رنگ يکسان رنگ کنيم در اين صورت براي رنگ کردن C و Aـ اگر ١

1λتوان با   را ميD و Bهاي  ها، هر يک از گروه مختلف انتخاب داريم و به ازاي هر يک از اين رنگ − 
  : رنگ باقيمانده رنگ کنيم، بنابراين

( ) ( )1 1= λ× λ − × λ     . همرنگ باشندC , Aهاي رنگ آمیزي اگر   روش−
  :  را با دو رنگ متفاوت رنگ کنيمC , Aـ اگر ٢

1λتواند با   ميCه ، گرAهاي ممکن براي   به ازاي هريک از رنگ. انتخاب مختلف داريمλکنيم براي اين کار   را رنگ ميAابتدا   رنگ −
2λتوانند با   ميD و Bهاي   هر کدام از گروهC و Aديگر رنگ شود و به ازاي هر ترکيب رنگي   رنگ باقيمانده رنگ شوند بنابراين تعداد −

) با دو رنگ متفاوت رنگ شوند برابر با C , Aر هاي رنگ آميزي اگ روش ) ( ) ( )1 2 2λ λ − × λ − × λ   .  است−
  : هاي رنگ آميزي ممکن برابر  است با  در نتيجه تعداد کل روش

  ( )( ) ( )( )( ) 4 3 21 1 1 2 2 4 6 3λ λ − λ − + λ λ − λ − λ − = λ − λ + λ − λ  


